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第1章 easy integration

1.1 構成
1.2 準備
1.3 測度論-1

1.4 積分論-1

1.5 積分論-2

1.6 練習問題

1.2 測度論の準備

1.2.1 動機づけ

複雑な図形 - 海岸線の長さを測る

1.2.2 集合と位相

「もの」の集まりを集合という。ただし、「もの」については定義しな
い。「もの」を集合の要素（元）という。
数学では要素が集合に属するか否かが判別できることを要請する。す
なわち、x ∈ Aまたは x /∈ Aがなりたつ。
Cを条件として

A = {x; xはCをみたす }

とかくことができる（集合の内包的記法）。
A ⊂ Bとは、「Aの任意の元 aについて、aはBの元である」というこ
とである。　A ⊂ BかつB ⊂ Aであるとき、A = Bとかき、「AとBは
相等しい」という。
A∪B,A∩Bは既知のとおり定義する。A\B = A∩Bcとする。A∪Bc =

Ac ∩Bc, A ∩Bc = Ac ∪Bc。これをドモルガンの法則という。
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Zをひとつのパラメータ集合として、Zの各元 nに一つの集合Anが対
応しているとする。

∪n∈ZAn = {x;ある n ∈ Zがあって x ∈ An}

∩n∈ZAn = {x;すべての n ∈ Zに対し x ∈ An}

である。ドモルガンの法則は

(∪n∈ZAn)
c = ∩n∈ZA

c
n, (∩n∈ZAn)

c = ∪n∈ZA
c
n

に拡張される。
集合の列A1, A2, ...が与えられているとき、∩∞

k=1∪∞
n=kAnを (An)

∞
n=1の上

極限といい、lim supn→∞Anで表す。∪∞
k=1∩∞

n=kAn を (An)
∞
n=1の下極限と

いい、lim infn→∞Anで表す。当然 lim infn→∞An ⊂ lim supn→∞Anである
が、lim infn→∞An = lim supn→∞Anであるとき、この集合を limn→∞An

とかく。

問題
集合列　 {An}, An = ((−1/2)n2

, 2n) 開区間について、

lim sup
n→∞

An, lim inf
n→∞

An

をもとめよ。

とくに実数全体は集合である。これをRとかく。実数には順序がつい
ている。つまり、a, b ∈ Rならば、a < b, a = b, a > bのいづれか一つが
なりたつ。
E ⊂ Rとする。もし
すべての x ∈ Eに対し x ≤ bとなる
ような b ∈ Rが存在すれば、「Eは上に有界」といい、bをEの上界と

いう。BをEのすべての上界からなる集合とする。もし
すべての b ∈ Bに対し c ≤ bとなる
ような c ∈ B が存在すれば、c を E の上限といい、supE（または

supx∈E x）とかく。Eの下限 inf E（または infx∈E x）は

inf
x∈E

x = − sup
x∈E

(−x)

によって定義する。
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開集合は開集合の公理を満たす集合である。開集合の公理は近傍によ
り定義する。閉集合は、その補集合が開集合となる集合である。集合X

とその中の開集合の族Oの組 (X,O)を位相空間という。とくにX 上の
距離関数から開集合を決めた位相空間を距離空間という。

集合族 一つの集合 Ωが与えられ、Ωのいくつかの部分集合の集まり
Fを考える。Fが次を満たすとき、集合族（または有限加法族）という。

(1)∅ ∈ F

(2)A ∈ F ならばAc ∈ F

(3)A,B ∈ F ならばA ∪B ∈ F

F がさらに次を満たすとき、F は σ-集合族（σ-加法族）という:

(4)A1, A2, A3, ... ∈ F ならば ∪∞n=1 An ∈ F

(2)の条件により、「開集合の公理」とは異なることに注意せよ。

1.3 測度論-1

以下では、基礎となる集合を、主に、Ω = RないしΩ = Rn, n = 2, 3, ...

として述べていく。測度論の議論は、Ωを、開集合の定義できるような
（位相のついた）一般の集合として展開することができる。

1.3.1 ジョルダン測度

正方形
Q = {(x1, x2); a ≤ x1 ≤ a+ l, b ≤ x2 ≤ b+ l}

に対して、Qの “面積”を |Q| = l2とする。
A ⊂ R2を一般の図形とする。ϵ > 0を決めて固定する。Aの中に一辺

ϵ > 0の正方形を重なり合わないように敷き詰める。各小正方形の “面積”

は ϵ2であり、図のように敷き詰めた正方形の面積の総和を cϵ(A)とかく。
ϵ → ϵ

2
とすると、さらに多くの（有限個の）小正方形を敷き詰めること

ができる。このようにして、さらに小さな ϵについて cϵ(A)を計算し

c(A) = sup
ϵ>0

cϵ(A)
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とおく。これをジョルダン内容量という。（[新井]参照。）
一方、一辺 ϵの小正方形を使って、Aを覆う。つまり、

A ⊂ ∪N
j=1Qj, Qjは一辺ϵの小正方形

とする。（ここで小正方形は重なり合っても構わない。）このような小正
方形の面積の総和をCϵ(A)とかく。

C(A) = inf
ϵ>0

Cϵ(A)

とし、ジョルダン外容量という。
ϵ′ > 0, ϵ′′ > 0に対してつねに

cϵ′(A) ≤ Cϵ′′(A)

だから、
c(A) ≤ C(A)

である。ここでもし c(A) = C(A)ならば、Aはジョルダン可測であると
いい、上の値をAのジョルダン測度という。Rn, n ≥ 2の場合も同様に議
論する。
なお

A = {(x1, x2); xi ∈ Q, 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2}

とすると、Aはジョルダン可測でない。また、ハルナック集合はジョルダ
ン可測でない。（このような不思議な図形たちについては、[4]の第 2部を
参照。）

1.3.2 ルベーグ外測度

Ω = Rnとし、 Iをその区間

I = (a1, b1)× (a2, b2)× ...× (an, bn)

= {(x1, ..., xn); aj < xj < bj, j = 1, ..., n}

とする。Iの測度 |I|を

|I| = Πn
j=1(bj − aj)

とする。
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任意の集合E ⊂ Rnに対して、和がEを覆うような高々加算個の開区
間の組 {Iλ}:

∪λ∈ΛIλ ⊃ E

を考える。このようなについての下限

inf
{Iλ}

∑
λ∈Λ

|Iλ|

を、m∗(E)とかいてのルベーグ外測度という。
ルベーグ外測度は次の性質をもつ：

(1)m∗(∅) = 0,m∗({a}) = 0

(2)E1 ⊂ E2ならばm∗(E1) ≤ m∗(E2)

(3)E1, E2, E3, ... ⊂ Rnに対して

m∗(∪∞
n=1En) ≤

∞∑
n=1

m∗(En) (3.1)

(4)Eが、互いに素な区間 JnをつかってE = ∪∞
n=1Jnと表されるとき

m∗(E) =
∞∑
n=1

m∗(Jn) (3.2)

(3.1)の性質を劣加法性という。(3.2)の性質を完全加法性という。
証明
(1) 空集合、1点集合はいかなる小正方形でも覆える。
(2) E2 = E1 ∪ (E2 \ E1)とかく。{Iλ1 , Iλ2 , ...}がE2を覆えば、それら
はE1を覆う。よって

m∗(E2) = inf
{Iλi}

∑
i

|Iλi
| ≥ inf

{I′λi},E1⊂∪I′λi

∑
i

|I ′λi
| = m∗(E1)

(3) l を固定する。m∗(El) の定義から、任意の ϵ > 0 に対し、区間
I
(l)
λ1
, I

(l)
λ2
, ...で

El ⊂ ∪iI
(l)
λi
,

∑
i

|I(l)λi
| < m∗(El) +

ϵ

2l

となるものが存在する。これより

∪∞
l=1El ⊂ ∪∞

l=1 ∪∞i=1 I
(l)
λi
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よって
m∗(∪∞

l=1El) ≤
∑
l

∑
i

|I(l)λi
|

<
∞∑
l=1

(m∗(El) +
ϵ

2l
) ≤

∑
l

m∗(El) + ϵ

ϵは任意だから、ϵ→ 0とすればよい。
(4) 外測度m∗(E)の定義で infimumを達成する区間 Iλが実際に存在す

る (Iλn = Jn)ので、

m∗(E) = inf
{Iλ}

∑
λ

|Iλ| =
∑
n

|Jn|

証明終わり

1.3.3 ルベーグ内測度

SをRnの有界集合とし、S ⊂ Jなる長方形（n次元区間）Jを 1つとっ
て固定する。Sのルベーグ内測度m∗(S)を

m∗(S) = |J | −m∗(J ∩ Sc)

と定義する。これは「外側から測った外測度」である。
ルベーグ内測度は次の性質をもつ：

(1)0 ≤ m∗(S) <∞

(2)m∗(S) ≤ m∗(S)

(3)S ⊂ T に対してm∗(S) ≤ m∗(T )

(4)Iが n次元区間ならばm∗(I) = |I|

証明
(1) |J | < +∞,m∗(J ∩ Sc) ≤ m∗(J) = |J |より。
(2) J = S ∪ (J \ S)だから、外測度の劣加法性より |J | = m∗(J) ≤

m∗(S) +m∗(J \ S)。よってm∗(S) = |J | −m∗(J \ S) ≤ m∗(S)

(3) T を含む長方形 J に対し、S ⊂ T より J \ S ⊃ J \ T。よって

m∗(J \ S) ≥ m∗(J \ T )
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これより

m∗(S) = |J | −m∗(J \ S) ≤ |J | −m∗(J \ T ) = m∗(T )

(4) Iを含む長方形 J として I自身をとる。すると

m∗(I) = |I| −m∗(I \ I) = |I| −m∗(∅) = |I|

証明終わり

1.3.4 ルベーグ可測集合

Rnの有界な集合 Sが

m∗(S) = m∗(S)

をみたすとき、Sをルベーグ可測集合という。
内測度の定義から、これはS ⊂ Jなる長方形（n次元区間）Jについて

m∗(J ∩ Sc)　+m∗(S) = |J | (3.3)

と同値である。
なお、これをもっと強めて

すべてのEについてm∗(E ∩ S) +m∗(E ∩ Sc) = m∗(E) (3.4)

とき、Sをカラテオドリ可測集合という。
注意カラテオドリ可測集合はルベーグ可測集合である。カラテオドリ
可測集合は、（外測度の定義された）一般の集合上で定義できる。Rnの
上ではカラテオドリ可測集合とルベーグ可測集合は一致する。

1.3.5 ルベーグ測度空間

カラテオドリ可測集合の全体をMで表す。E ∈Mに対して

m(E) = m∗(E)

とおき、Eの測度という。３つ組 (Rn,M,m)をルベーグ測度空間という。

定理１
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Mは σ-加法族をなす。すなわち

(1)∅ ∈ M

(2)A ∈MならばAc ∈M。A1 ∈M, A2 ∈MならばA1∩A2 ∈M, A1∪A2 ∈M。

(3)A1, A2, ... ∈Mならば ∪∞
n=1 An ∈M

証明
(1) m∗(E ∩ ∅) +m∗(E ∩ ∅c) = m∗(∅) +m∗(E) = m∗(E)より ∅ ∈ M。
(2) A ∈Mとすると、(3.4)において Sと Scの役割が対称であるから、

Ac ∈M。A1, A2 ∈Mとする。(3.4)より、任意の集合Eについて

m∗(E) = m∗(E ∩ A1) +m∗(E ∩ Ac
1)

= m∗(E ∩ A1 ∩ A2) +m∗(E ∩ A1 ∩ Ac
2) +m∗(E ∩ Ac

1)

S ′ = A1, E
′ = E ∩ {(A1 ∩ Ac

2) ∪ Ac
1}として (3.4)を適用する。E ′ ∩ S ′ =

E ∩ A1 ∩ Ac
2, E

′ ∩ S ′c = E ∩ Ac
1となるから

(R.H.S.) = m∗(E ∩ A1 ∩ A2) +m∗(E ∩ {(A1 ∩ Ac
2) ∪ Ac

1})

= m∗(E ∩ (A1 ∩ A2)) +m∗(E ∩ {(A1 ∩ A2)
c})

これよりA1 ∩ A2 ∈M。また、A1 ∪ A2 = (A1 ∩ A2)
cより、A1 ∪ A2。

(3) (step 1) [A1, A2, ...が互いに素な場合]

A1, A2, ... ∈ M, Ai ∩ Aj = ∅ (i ̸= j)とする。A = ∪nAnとおく。Ac =

∩∞
n=1A

c
nであるから、任意のnについてAc

1∩· · ·∩Ac
n ⊃ Ac。よってm∗(E∩

Ac
1 ∩ · · · ∩ Ac

n) ≥ m∗(E ∩ Ac)。
ここでA1 ∈Mより

m∗(E) = m∗(E ∩ A1) +m∗(E ∩ Ac
1)

ここでAc
1 = (Ac

1 ∩ A2) ∪ (Ac
1 ∩ Ac

2)より

(R.H.S.) = m∗(E ∩ A1) +m∗(E ∩ Ac
1 ∩ A2) +m∗(E ∩ Ac

1 ∩ Ac
2)

E ′ = E∩{A1∪ (Ac
1∩A2)}, S ′ = Ac

1とおくと、E
′∩S ′ = E∩Ac

1∩A2, E
′∩

S ′c = E ∩ A1、またA1 ∪ (Ac
1 ∩ A2) = A1 ∪ A2より

(R.H.S.) = m∗(E ∩ (A1 ∪ A2)) +m∗(E ∩ (A1 ∪ A2)
c)
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= m∗(E ∩ A1) +m∗(E ∩ A2) +m∗(E ∩ (A1 ∪ A2)
c)

· · ·

= m∗(E∩A1)+m
∗(E∩A2)+ ...+m

∗(E∩An)+m
∗(E∩Ac

1∩Ac
2∩· · ·∩Ac

n)

≥ m∗(E ∩ A1) +m∗(E ∩ A2) + ...+m∗(E ∩ An) +m∗(E ∩ Ac)

よって

m∗(E) ≥
∞∑
n=1

m∗(E ∩ An) +m∗(E ∩ Ac)

≥ m∗(E ∩ A) +m∗(E ∩ Ac)

ただし、最後の不等式はm∗の劣加法性による。
一方、m∗(E) ≤ m∗(E ∩A)+m∗(E ∩Ac)はつねに成り立つので等号が
成り立ち、A ∈Mである。
(step 2) [A1, A2, ...が互いに素とは限らない場合]

B1 = A1, Bn = An \ (∪n−1
j=1Aj), n ≥ 2とおくと (Bi)は互いに素である。

step 1より ∪nBn ∈Mだから、∪nAn = ∪nBn ∈M。照明終

どんな集合が可測か

命題１ Rnの開集合は可測集合である。Rnの有界な閉集合は可測集合
である。

この定理の証明のためには次の補題が必要となる。

補題 A ⊂ Rnはm∗(A) < +∞を満たすとする。このとき

lim
N→∞

m∗(A ∩ Q̄N) = m∗(A)

ただし、QN = [−N,N)× [−N,N)とし、Q̄N はその閉包である。
[新井]補題 3.8参照。

命題１の証明 F を有界な閉集合とする。FN = F ∩ Q̄N とおくと、FN

は有界な閉集合である。FN ⊂ F より、m∗(FN) ≤ m∗(F )となる 1。また、
補題より

m∗(F ) = lim
N→∞

m∗(FN) ≤ m∗(F )

1こ こ で は Rn 上 の 内 測 度 に つ い て の 同 値 な 定 義：m∗(A) =
sup{m∗(K);K は有界閉集合で K ⊂ A} を使う。inner regularity という。この
証明については [新井]3.16’を参照。
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一方、外測度の定義より

m∗(F ) ≥ m∗(F )

よってm∗(F ) = m∗(F )となり、F は可測である。
また、開集合は閉集合の補集合であるから、定理 1より開集合も可測

となる。q.e.d.

次の 3つで特徴付けられる集合を n次元ボレル集合といい、その全体
を Bで表す。
(1) [a1, b1)× ...× [an, bn)で表される集合は n次元ボレル集合である。
(2) Bは補集合と加算和をとる操作に関して閉じている。
(3) Bは (1), (2)の性質をもつ集合族のうち最小のものである。

n-次元ボレル集合族を Bnとかくこともある。

定理２
n次元ボレル集合はルベーグ可測集合である。

証明 [a1, b1)× ...× [an, bn)の形の集合は開集合により表現できる。た
とえば、[a, b) = ∩∞

n=1(a− 1
n
, b)。よって、命題１、定理１より、[a1, b1)×

...× [an, bn)の形の集合はすべてMに含まれる。定理 1よりMは σ-加法
族であり、Bも σ-加法族であるから、B ⊂M。証明終

この定理より B ⊂ Mである。B（乃至 Bn）はたいへん大きな集合族
であり、“（普段出てくる）大抵の集合”を含んでいる。以下で出てくる
命題、定理においてMをBと読み替えても、大きな問題は起こらない。
なお、ボレル集合族は、開集合が定義できるような一般の集合上で定義
できる。ボレル集合族上の測度をボレル測度という。

集合EでEは可測かつm(E) = 0となるものを零集合という。

零集合の例
1点集合 2　 {x}, x ∈ R

有理数全体　Q

(X,F)上の、σ-有限な２つの測度 µ, νが共通の零集合を持つとき、そ
れらは同値 (equivalent)という。

2Hint: consider the intervals [x− 1/k, x+ 1/k), k →∞
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関数 f(x)に対し [f ̸= 0] = {x; f(x) ̸= 0}とおく。関数 f(x)で [f ̸= 0]

が零集合となるとき、f(x)はほとんど到るところ零といい、f = 0 a.e.

(almost everywhere)という。関数 f(x), g(x)があって、g − f = 0 a.e.と
なるとき、fと gはほとんど到るところ等しいといい、f = g a.e.とかく。

A ⊂ Ωをある集合とする。Aを含む最小の σ-加法族を、Aから生成さ
れた σ-加法族という。ボレル集合族は、半開区間 [a1, b1)× ...× [an, bn)か
ら生成された σ-加法族である。
開集合の加算個の共通部分をGδ集合、閉集合の加算個の和集合を Fσ

集合という。これらはボレル集合だが、ボレル集合だが Gδでも Fσでも
ない集合もある。

1.3.6 測度の性質

命題１
A1, A2, ... ∈MかつAi ∩Aj = ∅ (i ̸= j)とする。m∗(∪∞

j=1Aj) < +∞の
とき ∪∞

j=1Aj ∈Mであり、

m(∪∞
j=1Aj) =

∞∑
j=1

m(Aj) (3.5)

である。

Ωをある集合、MをΩ上の可測集合の族、mを

m(A) = m∗(A), A ∈M

として定義する。(Ω,M,m)を測度空間という。
証明
A = ∪∞n=1Anとおく。定理１ (3)より、A ∈M。よって

m∗(E) = m∗(E ∩ A) +m∗(E ∩ Ac)

一方、定理１ (3)の証明より

m∗(E) ≥
∞∑
n=1

m∗(E ∩ An) +m∗(E ∩ Ac)
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E = Aととると

m∗(A) ≥
∞∑
n=1

m∗(An)

m∗(A) ≤
∞∑
n=1

m∗(An)

はm∗の劣加法性よりしたがう。mの定義より (3.5)が成り立つ。証明終
わり

命題 2

(1) m(A ∪B) = m(A) +m(B)−m(A ∩B)

(2) 集合の増加列A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · ·に対し

m( lim
n→∞

An) = lim
n→∞

m(An)

(3) 集合の減少列A1 ⊃ A2 ⊃ · · · ⊃ An ⊃ · · ·に対し、m(A1) < +∞な
らば

m( lim
n→∞

An) = lim
n→∞

m(An)

(4) 任意のA1, A2, A3, ...に対し

m(∪∞
n=1An) ≤

∞∑
n=1

m(An)

(5)

m(lim inf
n→∞

An) ≤ lim inf
n→∞

m(An)

(6) m(∪∞
n=1An) < +∞のとき

m(lim sup
n→∞

An) ≥ lim sup
n→∞

m(An)

証明
(1) 可測性の定義 (3.4)による。

m(A) = m(A∩ (A∩B))+m(A∩ (A∩B)c) = m(A∩B)+m(A\ (A∩B)),

m(B) = m(B∩ (A∩B))+m(B∩ (A∩B)c) = m(A∩B)+m(B \ (A∩B))

一方

m(A ∪B) = m((A ∪B) ∩ (A ∩B)) +m((A ∪B) ∩ (A ∩B)c)
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= m(A ∩B) +m({(A ∩ (A ∩B)c) ∪ (B ∩ (A ∩B)c)})

= m(A∩B)+m((A∩(A∩B)c)∩(A∩(A∩B)c))+m((B∩(A∩B)c)∩(A∩(A∩B)c)c)

= m(A ∩B) +m(A \ (A ∩B)) +m(B \ (A ∩B))

上の 2つを最後の式に代入すれば、結論を得る。
(2) B1 = A1, B2 = A2 \ A1, ..., Bn = An \ An−1とおくと、Bi ∩ Bj =

∅ (i ̸= j) かつ limn→∞An = ∪∞
n=1An = ∪∞

n=1Bn, Bn ∈ M, n = 1, 2, ...と
なる。また (1)より

m(An) = m(Bn ∪ An−1) = m(Bn) +m(An−1)

つまりm(Bn) = m(An)−m(An−1)

これより
m( lim

n→∞
An) = m(∪∞n=1An) = m(∪∞

n=1Bn)

となるが、命題１より、右辺=
∑∞

n=1m(Bn)

=
∞∑
n=1

{m(An)−m(An−1)} = lim
n→∞

m(An)

(3)

B1 = A1 \ A2, B2 = A2 \ A3, ..., Bn = An \ An−1とおくと、Bi ∩ Bj =

∅ (i ̸= j) かつ A1 = ∪∞
n=1An = (∪∞

n=1Bn) ∪ (limn→∞An), Bn ∈ M, n =

1, 2, ...となる。
m(A1) <∞ならば

m(A1) = m(∪∞n=1Bn) +m( lim
n→∞

An)

ここで

m(∪∞
n=1Bn) =

∞∑
n=1

m(Bn)

=
∞∑
n=1

{m(An)−m(An+1)} = m(A1)− lim
n→∞

m(An)

この 2式より結論を得る。
(4) B1 = A1, B2 = A2 \ A1, ...Bn = An \ (A1 ∪ · · ·An−1)とおくと、

Bi ∩ Bj = ∅(i ̸= j)かつ ∪∞
n=1An = ∪∞n=1Bn, Bn ⊂ An, n = 1, 2, ...となる。

あとは (3.5)を使えばよい。
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(5), (6)については練習問題 [11]としてある。
証明終わり
命題 (5), (6)より、もし

lim
n→∞

An = lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An

が存在し、かつ、m(∪∞
n=1An) < +∞ならば、

m(lim sup
n→∞

An) = lim sup
n→∞

m(An)

がなりたつ。

1.3.7 測度空間の例

一般の集合上でも、Rn上と同じように、外測度から始めて、測度、可
測集合を定義できる。
1 (Ω,M,m)。ここで

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, M = Ωの部分集合全体,

m({i}) = 1

6
, i = 1, ..., 6,m(A) =

∑
i∈A

m({i}), A ⊂ Ω.

このとき、m(∅) = 0とおくと、m(.)は (Ω,M)上の測度となる。また、
m(Ω) = 1である。これは、さいころを 1回振ったとき出る目の確率を表
す測度空間（ 確率空間）である。
2 (Ω,M,m)。ここで

Ω = {(i, j); i, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6}, M = Ωの部分集合全体,

m({(i, j)}) = 1

36
, i, j = 1, ..., 6,m(A) =

∑
i∈A

m({(i, j)}), A ⊂ Ω.

このとき、m(∅) = 0とおくと、m(.)は (Ω,M)上の測度となる。また、
m(Ω) = 1である。これは、さいころを 2回振ったとき出る目の確率を表
す測度空間（確率空間）である。
3 具体例（知識の体系）
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あることについて知識が深まるほど、その対象についての分割が詳し
くなる。これは対象Ωに関する可測集合の数が増え、より richな可測集
合族を構成できることを意味する。

例１　日本語とフランス語の魚の分類を並べる。言語による分類の詳
しさの違いがよくわかる。(フランスは、大西洋沿いも地中海岸も海の幸
に恵まれており、ラテン文化の影響もあって、フランス人は魚介類をよ
く食べる。)
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和名 仏名 発音

鯖 (サバ) maquereau (m) マクロー
鯵 (アジ) chinchard シャンシャール
鰹 (カツオ) bonite (f) ボニット
鰤 (ブリ)／ハマチなど seriole セリヨル
(関東 - モジャコ（稚魚）→ワカシ（35cm以下）

→イナダ（35-60cm）→ワラサ（60-80cm）

→ブリ（80cm以上）)

鮪 (マグロ) thon (m) トン
鮭 (サケ) saumon ソーモン
鱒 (マス)　 truite (f)　 トリュイットゥ　　
ニジマス／虹鱒 Truite arc-en-ciel

鯛 (タイ)(以下、鯛の仲間) daurade (f)/dorade ドラードゥ
黒鯛 daurade grise ドラードゥ・グリーズ
黒鯛 daurade noire ドラードノワール
赤鯛 daurade rouge ドラードゥ・ルージュ
真鯛 (マダイ) pageot パジュォ
平目 (ヒラメ)(以下、平目の仲間)　 barbue　 バルビュ　　
平目 (ヒラメ)／イシビラメ　 turbot　 テュルボ　　
小平目 (コビラメ) olette 　
舌平目 sole (f) ソル
鱈 (タラ)の一種 (以下、鱈の仲間) aiglefin

鱈 (タラ)　 cabillaud カ (キャ)ビヨ
鱈 (タラ)／イソアイナメ colin コラン
小鱈 merlan メルラン
鱈 (タラ)／塩タラ、干しタラ morue (f) モリュー
鰈 (カレイ)(以下、鰈の仲間（日本語にはない）) carrelet キャルレ
鰈 (カレイ)　 Flet　 フレ 　
鰈 (カレイ) limande (-sole) リマンド
鰈 (カレイ) plie

メルルーサ (アルゼンチンヘイク) Anon アノン
メルルーサ　 Cocochas　 ココチャス
メルルーサ Lieu リュ
メルルーサ merlu メルリュ
鮟鱇 (アンコウ)(以下、鮟鱇の仲間) baudroie ボードロワ
鮟鱇 (アンコウ) diable de mer ディアブル・ドゥ・メール
鮟鱇 (アンコウ) lotte ロット
鮟鱇 (アンコウ) poisson-pecheur ポワッソン・ペシュール
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例 2　羊肉の分類。日本では羊肉をほとんど食べない。スーパーに行っ
てもせいぜいラムとマトンを区別してあるくらいである。一方、ヨーロッ
パ人は羊肉をよく食べる。食べ心地により羊肉を詳しく分類している。ラ
ムは若ければ若いほど取れる肉の量は少ないが、より柔らかく臭みも少
なくなる。2歳以上のマトンの肉はあまり柔らかくない。
(1-i) ニュージーランドにおける羊肉の分類の定義は以下のとおりで
ある。
ラム : 生後 12か月で永久門歯がない雄または雌の羊
ホゲット : 永久門歯が 1から 2本の雌または去勢された雄の羊
マトン : 永久門歯が 2本より多い雌または去勢された雄の羊

オーストラリアではラムの定義は以下のとおりである。
ラム : 永久門歯が 0本、生後 12か月までの雌または去勢された雄。
ニュージーランドでは、永久門歯が生えていても摩耗していなければラ
ムとする。
(1-ii) その他の定義
ラム - 1歳以下の羊
ベイビーラム - 生後 6から 8週間で乳だけで育てた羊
スプリングラム - 生後 3か月から 5か月で乳だけで育てた羊
イヤリングラム - 生後 12か月から 24か月の羊

(2) 部位による分類
伝統的なイギリスの部位の分け方は以下のとおりである。

(首)場所 1 場所 2 場所 3 場所 4 場所 5 場所 6 (尻)

スクラグエンド 　ミドルネック 　ベストエンド ロイン チャンプ 脚
∅ 肩（Shoulder） 　胸（Breast） 胸（Breast） ∅　 ∅

例 3　牛肉の分類。牛肉も日本文化の中では歴史が浅い。ポルトガル
語（ブラジル）では牛肉を詳しく分類する。
食材用語
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和名 ポルトガル名 発音

牛肉 Carne de vaca （カルネ・デヴァッ）、または boi（ボイ）
ヒレ肉 file mignon file mignon file mignon （フィレ・ミニョン）
サーロイン contrafilre （コントラフィレ）
もも肉 alcatra alcatra （アルカトラ）
ランプ picanha （ピカーニャ）
また肉 coxao mole （コション・モーリ）
または patinho （パッチーニョ）
または lagarto （ラガルト）
すね肉 musculo （ムスクロ）
テール rabada （ハバーダ）
こぶ肉 cupim （クッピン）
牛タン lingua （リングア）
レバー figado （フィガド）
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1.4 積分論-1

1.4.1 可測関数

f(x1, ..., xn)をE ⊂ Rnにおいて定義されたある関数とする。その値は
実数または+∞,−∞をとるものとする。B ⊂ R ∪ {+∞,−∞}に対し

[f ∈ B] = {x ∈ E; f(x) ∈ B}

とかく。また、α ∈ Rに対し

[f > α] = {x ∈ E; f(x) > α}

とかく。なお、f(x)が一般の集合X上に定義されている場合には、E ⊂ Rn

をE ⊂ X に読み替える。
関数 f が可測関数とは、任意の実数 αに対し [f > α] ∈M となること
である。任意の実数 αに対し [f > α] ∈ Bとなるとき、f をボレル可測関
数という。

命題１
f : Rn → Rについて、次は同値である。
(1)f は可測
(2) 任意の実数 αに対し [f ≥ α] ∈M
(3) 任意の実数 αに対し [f < α] ∈M
(4) 任意の実数 αに対し [f ≤ α] ∈M

証明
(4)→(1) [f ≤ α] = [f > α]c. 左辺 ∈M⇒ [f > α] ∈M.

(1)→(2) [f ≥ α] = ∩∞
n=1[f > α − 1

n
], [f > α − 1

n
] ∈ M. よって

[f ≥ α] ∈M.

(2)→(3) [f < α] = [f ≥ α]c, [f ≥ α] ∈Mよって、左辺 ∈M.

(3)→(4) [f ≤ α] = ∩∞
n=1[f < α + 1

n
]. [f < α + 1

n
] ∈ M. よって

[f ≤ α] ∈M.

証明終

可測関数の意味

可測関数の例
A ∈Mに対し

1A(x) = 1 if x ∈ A, 1A(x) = 0 if x /∈ A
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とかく。実数 a1, a2, ...と集合A1, A2, ... ∈M　（ただし、Ai ∩Aj = ∅ if
i ̸= j）に対し

f(x) =
n∑

i=1

ai1Ai
(x), ∪n

i=1Ai = E

と書かれる関数を、階段関数 (step function)または単関数 (simple func-

tion)という。

命題２
(fn)

∞
n=1を可測関数とするとき

(1) supn≥1 fn(x), infn≥1 fn(x)は可測関数である。
(2) lim supn→∞ fn(x), lim infn→∞ fn(x)は可測関数である。
(3) fn(x)→ f(x)（各点収束）ならば、f(x)は可測関数である。

証明
(1)

An ∈M→ ∪nAn ∈M

A ∈M→ Ac ∈M

よって
An ∈M→ ∩nAn ∈M

したがって fnが可測関数ならば、

[inf
n≥1

fn > α] = ∩n[fn > α] ∈M

[sup
n≥1

fn > α] = ∪n[fn > α] ∈M

となる。
(2)

lim sup
n

fn = inf
n≥1

(sup
k≥n

fk)

lim inf
n

fn = sup
n≥1

(inf
k≥n

fk)

なので、(1)よりしたがう。
(3)

lim
n
fn = lim sup

n
fn = lim inf

n
fn

なので、可測である。証明終
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命題３
f(x), g(x)をE ⊂ Rn上の可測関数とするとき、f(x)+g(x), f(x)g(x), cf(x)
は可測関数である。

証明

[f + g > α] = [f > α− g] = ∪r∈Q([f > r] ∩ [r > α− g]) ∈M

等による。証明終

1.4.2 ルベーグ式積分

命題１
非負関数 f(x) : E → [0,+∞]が可測ならば、非負単関数列 (fn)で、各

x ∈ Eについて
fn(x)は単調非減少、fn(x)→ f(x)

となるものが存在する。

証明

fn(x) =
n2n∑
k=1

k − 1

2n
1Ek

(x) + n1Fn(x)

とおく。ただし、

Ek = f−1([
k − 1

2n
,
k

2n
)) ∈M

Fn = f−1([n,∞]) ∈M

である。このとき、各 x ∈ Eについて

fn(x)→ f(x)

となる。証明終

定義（可測関数の積分）
(1) 単関数 f(x) =

∑n
i=1 ai1Ai

(x), ai ≥ 0, Ai ∩ Aj = ∅(i ̸= j)に対し∫
f(x)m(dx) =

n∑
i=1

aim(Ai)
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と定義する。
なお、f(x)に２つの表し方があっても、左辺は等しい。
(2) f を非負可測関数とする。上の命題より、φn → f となる有界階段

関数（単関数）列 (φn)をとり、∫
f(x)m(dx) = lim

n→∞

∫
φn(x)m(dx)

と定義する。左辺は (φn)の取り方によらない。
(3)　 f が一般の可測関数の場合。

f+(x) =
1

2
(|f(x)|+ f(x)), f−(x) =

1

2
(|f(x)| − f(x))

とおくと、f;(x) ≥ 0, f−(x) ≥ 0, f(x) = f+(x) − f−(x)となる。(2)によ
り

∫
f+(x)m(dx),

∫
f−(x)m(dx)を定義し、その少なくとも一方が有限で

あるとき、 ∫
f(x)m(dx) =

∫
f+(x)m(dx)−

∫
f−(x)m(dx)

と定義する。
定義終

可測関数 f(x)は
∫
|f(x)|m(dx)が有限のとき、可積分とよばれる。

命題２ (積分の性質 (1))

f, gはともに非負可測関数とするとき
(1) a > 0, b > 0に対し∫

(af(x) + bg(x))m(dx) = a

∫
f(x)m(dx) + b

∫
g(x)m(dx)

(2) f(x) ≤ g(x)ならば∫
f(x)m(dx) ≤

∫
g(x)m(dx)

証明
(1) Step 1 単関数

fn1(x) =

n1∑
j=0

a1j1A1,j
(x), gn2(x) =

n2∑
k=0

a2k1A2,k
(x)
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で、
lim

n1→∞
fn1 = f, lim

n2→∞
gn2 = g

となるものをとる。∫
(afn1 + bgn2)m(dx) = a

∫
fn1m(dx) + b

∫
gn2m(dx)

を示し、n1 →∞, n2 →∞とすればよい。
Step 2 a > 0, b > 0だから、afn1 + bgn2は非負関数で

(fn1 + gn2)(x) =

n1∑
j=0

n2∑
k=0

(aa1j + ba2k)1A1,j∩A2,k
(x)

となっている。
以下、簡単のため a = 1, b = 1とする。∫

(fn1 + gn2)m(dx) =

n1∑
j=0

n2∑
k=0

(a1j + a2k)m(A1,j ∩ A2,k)

=

n1∑
j=0

n2∑
k=0

a1jm(A1,j ∩ A2,k) +

n1∑
j=0

n2∑
k=0

a2km(A1,j ∩ A2,k)

=

n1∑
j=0

a1j

n2∑
k=0

m(A1,j ∩ A2,k) +

n2∑
k=0

a2k

n1∑
j=0

m(A1,j ∩ A2,k)

=

n1∑
j=0

a1j m(A1,j) +

n2∑
k=0

a2km(A2,k)

=

∫
fn1m(dx) +

∫
gn2m(dx).

(2) (1)と同様にして、単関数の場合に、fn1(x) ≤ gn2(x)ならば∫
fn1(x)m(dx) ≤

∫
gn2(x)m(dx)

を示す。
仮定よりA1,j ∩ A2,k ̸= ∅ならば、x ∈ A1,j ∩ A2,kに対し

a1j = fn1(x) ≤ gn2(x) = a2k

である。
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Λj = {k;A1,j ∩ A2,k ̸= ∅}とおく。∫
fn1(x)m(dx) =

n1∑
j=0

a1j

n2∑
k=0

m(A1,j ∩ A2,k)

=

n1∑
j=0

a1j
∑
k∈Λj

m(A1,j ∩ A2,k)

≤
n1∑
j=0

∑
k∈Λj

a2km(A1,j ∩ A2,k)

=

n1∑
j=0

n2∑
k=0

a2km(A1,j ∩ A2,k)

=

n2∑
k=0

a2km(A2,k) =

∫
gn2(x)m(dx)

証明終

命題３ (積分の性質 (2))

(1) f 2(x), g2(x)が可積分ならば、f(x)g(x)も可積分で

|
∫
f(x)g(x)m(dx)| ≤ (

∫
f 2(x)m(dx))1/2 · (

∫
g2(x)m(dx))1/2

(2)

(

∫
|f(x) + g(x)|2m(dx))1/2 ≤ (

∫
f 2(x)m(dx))1/2 + (

∫
g2(x)m(dx))1/2

証明は 1.5.4節を参照。
このような可測関数の集合をL2とかく。文字 ‘L’はルベーグ（H. Lebesgue）

の積分論に対する先験的な貢献からきている。

1.4.3 収束定理

定理１（単調収束定理）(fn(x))は可測関数列で、

0 ≤ fn(x) ≤ fn+1(x), n = 1, 2, ..., x ∈ Rn
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とする。このとき

lim
n→∞

∫
fn(x)m(dx) =

∫
lim
n→∞

fn(x)m(dx)

ただし、積分値は+∞ の場合も含む。
これより、limn→∞ fn(x) = f(x)とおくと

lim
n→∞

∫
fn(x)m(dx) =

∫
f(x)m(dx)

である。なお極限関数 f(x) = limn→∞ fn(x) は可測関数でなくてもよい。

証明
証明のための補題
Ei ∈ Bnで、 E1 ⊂ E2 ⊂ ...,Rn = ∪∞

i=1Eiとする。s(x)は非負可測単関
数とすると

lim
n→∞

∫
Ei

s(x)m(dx) =

∫
Rn

s(x)m(dx)

証明

s(x) =
n∑

j=1

aj1Aj
(x)

とすると

s(x) · 1Ei
(x) =

n∑
j=0

aj · 1Aj∩Ei
(x)

∫
Ei

s(x)m(dx) =
n∑

j=0

aj ·m(Aj ∩ Ei)

Aj ∩Eiは集合の単調増大列であるから、測度の性質 (2)より、i→∞の
とき

→
n∑

j=0

aj ·m(Aj ∩Rn)

=
n∑

j=0

aj ·m(Aj) =

∫
Rn

s(x)m(dx).

(証明終)
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本来の証明
fn(x) ≤ f(x)だから、積分の性質 (1)より∫

fn(x)m(dx) ≤
∫
f(x)m(dx)

よって

lim
n→∞

∫
fn(x)m(dx) ≤

∫
f(x)m(dx) (4.1)

一方、s(x)を 0 ≤ s(x) ≤ f(x)となる非負可測単関数とする。0 < a < 1

に対し En = {x; a · s(x) ≤ fn(x)}とおく。En = {x; fn(x) − as(x) ≥ 0}
は可測集合であり、

E1 ⊂ E2 ⊂ E3 ⊂ ..., ∪∞
n=1En = Rn

となっている。上の補題より

lim
n→∞

∫
En

s(x)m(dx) =

∫
s(x)m(dx) (4.2)

ここで ∫
fn(x)m(dx) ≥

∫
En

fn(x)m(dx) ≥ a

∫
En

s(x)m(dx)

だから、(4.2)より

lim
n→∞

∫
fn(x)m(dx) ≥ a

∫
s(x)m(dx)

a→ 1とすると、(右辺) ≥
∫
s(x)m(dx)

ここで s(x)は 0 ≤ s(x) ≤ f(x)をみたす任意の単関数だから

lim
n→∞

∫
fn(x)m(dx) ≥

∫
f(x)m(dx) (4.3)

(4.1), (4.3)により結論を得る。証明終

この定理より、例えば、fn(x) ≥ 0に対し∫ ∞∑
n=1

fn(x)dx =
∞∑
n=1

∫
fn(x)dx

(項別積分公式)が示せる。
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じっさい、gn(x) =
∑n

i=1 gi(x), g(x) =
∑∞

n=1 fn(x)として、定理 1を適
用すればよい。

数列に (an)ついて lim infn→∞ an, lim supn→∞ an を

lim inf
n→∞

an = lim
k→∞

inf
n≥k

an,

lim sup
n→∞

an = lim
k→∞

sup
n≥k

an

とおく。関数列 (fn)に対して

(lim inf
n→∞

fn)(x) = lim inf
n→∞

fn(x), (lim sup
n→∞

fn)(x) = lim sup
n→∞

fn(x)

として、関数 lim infn→∞ fn, lim supn→∞ fnを定義する。

定理２（Fatouの補題）(fn)を非負な可測関数列とするとき、∫
lim inf
n→∞

fn(x)m(dx) ≤ lim inf
n→∞

∫
fn(x)m(dx),

lim sup
n→∞

∫
fn(x)m(dx) ≤

∫
lim sup
n→∞

fn(x)m(dx)

がなりたつ。
証明
x 7→ lim infn→∞ fn(x)は非負可測関数である。k 7→ infn≥k fn(x)は非負
可測関数の単調増加列であるから、単調収束定理より

lim
k→∞

∫
inf
n≥k

fn(x)m(dx) =

∫
lim
k→∞

inf
n≥k

fn(x)m(dx)

=

∫
lim inf
n→∞

fn(x)m(dx) (4.4)

一方、任意の j ≥ kに対し infn≥k fn(x) ≤ fj(x)であるから∫
inf
n≥k

fn(x)m(dx) ≤ inf
j≥k

∫
fj(x)m(dx)

ここで両辺において k →∞とすると、(4.4)より

lim inf
n→∞

∫
fn(x)m(dx) ≥

∫
lim inf
n→∞

fn(x)m(dx)
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後半は− supn fn(x) = inf(−fn(x))とおいて考えれば同じようにしてで
きる。証明終わり

定理３（ルベーグの収束定理）可測関数列 (fn)と、１つの可測関数 f

があって次を満たすとする：
(1) 各 xにおいて limn→∞ fn(x) = f(x)

(2) ある非負可積分関数 gが存在して

任意の n ≥ 1,任意の xについて |fn(x)| ≤ g(x)

このとき f も可積分で∫
f(x)m(dx) = lim

n→∞

∫
fn(x)m(dx)

である。

系（有界収束定理）
m(Ω) < +∞とする。あるM > 0があって、任意の nに対し

|fn(x)| ≤M onΩ

ならば、 ∫
lim
n→∞

fn(x)m(dx) = lim
n→∞

∫
fn(x)m(dx)

である。

証明はルベーグの収束定理で g(x) ≡M ととればよい。

ルベーグの収束定理の証明
仮定より g(x)− f(x), g(x)+ f(x)は各々非負可測関数である。Fatouの

補題より ∫
(g(x) + f(x))m(dx) =

∫
lim
n→∞

(g(x) + fn(x))m(dx)

≤ lim inf
n→∞

(

∫
g(x)m(dx) +

∫
fn(x)m(dx))

=

∫
g(x)m(dx) + lim inf

n→∞

∫
fn(x)m(dx)

これより ∫
f(x)m(dx) ≤ lim inf

n→∞

∫
fn(x)m(dx) (3.5)
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一方、
∫
(g(x)− f(x))m(dx) =

∫
limn→∞(g(x)− fn(x))m(dx) ≥ 0。Fatou

の補題より

(R.H.S.) ≤ lim inf
n→∞

(

∫
g(x)m(dx)−

∫
fn(x)m(dx))

=

∫
g(x)m(dx)− lim sup

n→∞

∫
fn(x)m(dx)

これより

lim sup
n→∞

∫
fn(x)m(dx) ≤

∫
f(x)m(dx) (3.6)

(3.5), (3.6)より∫
f(x)m(dx) = lim inf

n→∞

∫
fn(x)m(dx) = lim sup

n→∞

∫
fn(x)m(dx)

となり、

lim
n→∞

∫
fn(x)m(dx) =　

∫
f(x)m(dx)

である。証明終わり

ルベーグの収束定理の応用
定理４
(1) 非負可測関数列 (fn)n≥1に対して∫

(
∞∑
n=1

fn(x))m(dx) =
∞∑
n=1

∫
fn(x)m(dx)

(2) (fn)n≥1は可積分関数列で

∞∑
n=1

∫
|fn(x)|m(dx) < +∞

とする。このとき∫
(

∞∑
n=1

fn(x))m(dx) =
∞∑
n=1

∫
fn(x)m(dx)

証明
（1）は単調収束定理 (定理１)による。
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gn(x) =
n∑

i=1

fi(x), g(x) =
∞∑
i=1

fi(x)

とおく。ここで
∞∑
i=1

fi(x)　 = lim
n→∞

n∑
i=1

fi(x)

これより ∫ ∞∑
i=1

fi(x)m(dx) =

∫
lim
n→∞

n∑
i=1

fi(x)m(dx)

= lim
n→∞

∫ n∑
i=1

fi(x)m(dx) (ルベーグの収束定理)

= lim
n→∞

n∑
i=1

∫
fi(x)m(dx) =

∞∑
i=1

∫
fi(x)m(dx)

（2）はルベーグの収束定理において、g(x) =
∑∞

n=1 |fn(x)|ととれば
よい。

なお、Ω = Rn,m(dx) =ルベーグ測度の場合、m(dx)を単に dxとかく
こともある。
収束定理に関連する例題

例題 1 fn(x) = n2xe−nx, 1 ≤ x ≤ 100とし、関数列 (fn)を考える。各 x

に対し

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

n2x

enx
= 0

である。さらに
fn(x) ≤ 4e−2 (n ≥ 1)

である (練習問題)。よって、有界収束定理より

lim
n→∞

∫ 100

1

fn(x)dx =

∫ 100

1

lim
n→∞

fn(x)dx

=

∫ 100

1

0dx = 0.

実際、部分積分により∫ 100

1

n2xe−nxdx = [n2x(− 1

n
e−nx)]1001 −

∫ 100

1

n2(− 1

n
)e−nxdx
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= [−nxe−nx]1001 +

∫ 100

1

ne−nxdx

= ne−n − 100ne−100n + n[− 1

n
e−nx]1001

= ne−n − 100ne−100n + (−e−100n + e−n)

ここで n→∞とすると、各項→ 0。よって、右辺 → 0。

なお

E = [0, 1], fn(x) = xn, f(x) = 1(x = 1),= 0(0 ≤ x < 1)

でも同じ議論が言える。

例題 2
∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
= log 2

実際、左辺を奇数・偶数とかくと、

左辺 =
∞∑

m=1

(
1

2m− 1
− 1

2m
)

(ここで 1
2m−1

− 1
2m
≥ 0) さらに

1

2m− 1
=

∫ ∞

0

e−(2m−1)xdx,
1

2m
=

∫ ∞

0

e−2mxdx

であり、定理 4（ルベーグの収束定理の応用）より

左辺 =
∞∑

m=1

∫ ∞

0

(e−(2m−1)x − e−2mx)dx

=

∫ ∞

0

∞∑
m=1

(e−(2m−1)x − e−2mx)dx

ここで積分の中身は初項　 e−x − e−2x = e−x（1 − e−x）, 公比　 e−2xの等
比数列なので、和は

e−x(
1− e−x

1− e−2x
) = e−x(

1− e−x

(1− e−x)(1 + e−x)
) = e−x 1

1 + e−x
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となる。よって

(右辺) =

∫ ∞

0

e−x

1 + e−x
dx

= [− log(1 + e−x)]∞0 = log 2

例題 3 (ルベーグ積分では計算できない例)

f(x) = (−1)n+1n,
1

n+ 1
< x ≤ 1

n

とおく。|f(x)| = n, 1
n+1

< x ≤ 1
n∫ 1

0

|f(x)|dx =
∞∑
n=1

∫ 1
n

1
n+1

ndx

=
∞∑
n=1

n(
1

n
− 1

n+ 1
) =

∞∑
n=1

(1− n

n+ 1
)

= 1− 1

2
+ 1− 2

3
+ 1− 3

4
+ 1− 4

5
+ ...

=
1

2
+

1

3
+

1

4
+ ... =∞

しかし ∫ 1

0

f(x)dx =
∞∑
n=1

(−1)n+1n(
1

n
− 1

n+ 1
)

=
∞∑
n=1

(−1)n+1(1− n

n+ 1
)

=
1

2
− 1

3
+

1

4
− ...

例題 2より

log 2 = 1− 1

2
+

1

3
− ...

つまり

1− log 2 =
1

2
− 1

3
+ ...

よって ∫ 1

0

f(x)dx = 1− log 2

となる。
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1.4.4 フビニの定理

Overview

(1)M0の存在
(2)MZ の存在
(3) (Z,M)上の測度 πの存在
(4)Z = X × Y 上の可測関数
(5)射影定理（可測性、フビニ）

(X,MX ,mX), (Y,MY ,mY )を２つの測度空間とする。また、Z = X×Y
とする。
A ∈MX , B ∈MY に対し、A×Bは可測な積集合である。

M0
Z = {∪n

i=1Ai ×Bi ⊂ Z;Ai ∈MX , Bi ∈MY , i = 1, ..., n, n ∈ N}

とする。M0
Z は有限加法族になる。

これを元に可測集合族 (σ-加法族)をつくる。
MZ = σ(MX ×MY )をM0

Zから生成された σ-加法族とする。つまり、
(1)MZ の元はM0

Z の元を含む
(2) A ∈MZ ⇒ Ac ∈MZ

(3) A1, A2, ... ∈MZ ⇒ ∪∞
n=1An ∈MZ

(4)MZ は (1)-(3)をみたす σ-加法族のうち最小である。

このような集合族MZは、構成できる。(下記命題1証明 [Step1, Step2]

を参照)

更に、測度の拡張定理 3より、(Z,MZ)上に次のような測度が存在する。

定理１ (Z,MZ)上に測度 πが一意的に存在し、次をみたす：
A ∈MX , B ∈MY に対し π(A×B) = mX(A)mY (B).

（証明は命題 1のあと参照）

この πをmX とmY の直積測度といい、mX ×mY とかく。また、mZ

ともかく。
E ⊂ Zに対し、その x-断面Exと y-断面Eyを次のように定義する：

Ex = {y ∈ Y ; (x, y) ∈ E}, Ey = {x ∈ X; (x, y) ∈ E}
3E. Hopfの拡張定理。Kolmogorovの拡張定理ともいう。測度 πの一意性はこの条件

による。参考文献 [2]参照。なお、「Z1 ⊂ Z2 ⊂ ...でmZ(Zk) <∞ for all k, Z = ∪k≤1Zk

であること」が十分である。
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これらは可測集合である。また、E上の関数 f(x, y)に対し、

fx(y) = f(x, y), y ∈ Ex, fy(x) = f(x, y), x ∈ Ey

とおく。

命題１ (1) もしE ∈MZ ならばEx ∈MY , Ey ∈MX

(2) E ∈ MZ とする。また、φ(x) = mY (E
x), ψ(y) = mX(Ey)とおく。

φ(x), ψ(y)は各々MX-可測、MY -可測であり、∫
X

φ(x)mX(dx) = mZ(E) =

∫
Y

ψ(y)mY (dy)

である。
(3)もし fがMZ-可測ならば、fxはMY -可測、fyはMX-可測である。

命題１の証明 ( [Step1, Step2]((1), (2))と [Step3]((3))をわける。)

[Step 1]　M0
Z の元は (1), (2)を満たす。つまりM0

Z ⊂ K
(証明) E = A×Bのとき、

Ex = B if x ∈ A, Ex = ∅ if /∈ A

となるので、Ex ∈MY。同様にEy ∈MX。
また

mY (E
x) = mY (B) if x ∈ A, mY (E

x) = 0 if /∈ A

となるので、x 7→ mY (E
x)は xに関して可測である。さらに∫

mY (E
x)mX(dx) = mX(A)mY (B)

= (mX ×mY )(A×B) = mZ(E)

となる。 ∫
mX(E

y)mY (dy) = mZ(E)

も同様である。

[Step 2] (1), (2)をみたすE ∈ MZ の全体をKと書く。以下K =MZ

を示す。そうすればMZ の元に対し (1), (2)がなりたつことになる。

補題　Kの元は次を満たす。
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(i) Kn ∈ K, K1 ⊂ K2 ⊂ K3 ⊂ · · · → AならばA ∈ K
(ii) Kn ∈ K, K1 ⊃ K2 ⊃ · · · ⊃ Kn → AならばA ∈ K

補題の (i), (ii)を満たす集合族を単調族という。σ-加法族は単調族であ
る。以下では、K1 ⊂ K2 ⊂ K3 ⊂ · · · → AをKn ↑ A、K1 ⊃ K2 ⊃ · · · ⊃
Kn ↓ Aとかく。

(補題の証明)：ノートは作ったけどここでは省略してある。

MZ はM0
Zを含む最小の σ-加法族である。一方、一般に単調族をなす

有限加法族は σ-加法族であることが知られている 4。よって、Kが有限加
法族であれば、K =MZ となって主張が示せる。

(Kが有限加法族であることの証明)

K1 = {K ∈ K;Kc ∈ K}とする。Kn ∈ K1, Kn ↑ Aのとき (i)より
A ∈ K。またKc

n ↓ Acだから (ii)より Ac ∈ K。よって A ∈ K1である。
同様にKn ∈ K1, Kn ↓ AとすればAc ∈ Kである。
これよりK1は単調族である。[Step 1]よりKはM0

Zを含む最小の単調
族であるから、K = K1である。つまり、K ∈ K1ならばKc ∈ K1。
次に F ∈M0

Z とし、

K2 = {K ∈ K;F ∪K ∈ K, F ∩K ∈ K}

とおく。Kは単調族であることより、Kn ∈ K2, Kn ↑ Aのとき A ∈ K2

となり、Kn ∈ K2, Kn ↓ Aのとき A ∈ K2となり、上と同じ理由により
K2 = Kである 5。
K0 ∈ Kとし

K3 = {K ∈ K;K0 ∪K ∈ K, K0 ∩K ∈ K}

とおく。K2 = Kであるから、A ∪ B = B ∪ Aであることを考えると 6

M0
Z ⊂ K3である。K3が単調族であることは上と同様に確かめることが

できる。よってK3 = Kである。したがって

K1, K2 ∈ K ⇒ K1 ∪K2 ∈ K, K1 ∩K2 ∈ K
4命題「M を Rn の部分集合族とする。M が有限加法族かつ単調族なら σ-加法族」

よりわかる。これを示せ。
5K2 は単調族、K2 ⊂ K, KはM0

Z を含む最小の単調族 ⇒ K2 = K。
6B = K ∈M0

Z
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これよりKは有限加法族である。(証明終わり (2))

[Step 3](証明 (3))　集合Aの定義関数を1Aとかく。(1)より、1Ex(y), 1Ey(x)

は可測関数である。
f(x, y)をMZ-可測な非負関数とする。可測関数の性質 (Section 1.4.1)

より、単関数 fnで
fn ≥ 0, fn ↑ f

となるものが存在する。fx
n , fn,yは、各々Y,X上の単関数である。

単関数はいくつかの定義関数の１次結合だから、各々の定義関数が可
測関数であることより、可測関数である。よって、Section 1.4.1命題 2よ
り、fx, fyは可測関数である。
f(x, y)が非負とは限らないMZ-可測関数の場合には、f = f+−f−, f+ ≥

0, f− ≥ 0と分解すれば、同様に議論できる。
命題１の証明終わり

定理 1の証明
命題 1(2)より πのMX ⊗MY の上の１つ１つの積分値の存在は示せた。
最後に残った点として、直積測度 πのMZ 上の可算加法性を示す。
K1, K2, ... ∈MZ , Ki ∩Kj = ∅ (i ̸= j), K = ∪∞

n=1Knとする。
1K(x, y) =

∑∞
n=1 1Kn(x, y)である。よって

π(K) =

∫
(

∫
1K(x, y)mY (dy))mX(dx)

=

∫
(

∫ ∞∑
n=1

1Kn(x, y)mY (dy))mX(dx)

=

∫
(

∞∑
n=1

∫
1Kn(x, y)mY (dy))mX(dx)

=
∞∑
n=1

∫
(

∫
1Kn(x, y)mY (dy))mX(dx) =

∞∑
n=1

π(Kn)

証明終わり

測度 π = mX ×mY に関する積分∫
X×Y

f(x, y)π(dxdy)
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を考える。

定理２（フビニの定理その１）f(x, y)は非負可測とする。
(1) 関数 y 7→

∫
X
f(x, y)mX(dx)はMY -可測関数であり∫

X×Y

f(x, y)π(dxdy) =

∫
Y

(

∫
X

f(x, y)mX(dx))mY (dy)

(2) (1)で Xと Y の役割を入れかえても同じである。

証明　命題１ (3)の証明と同様にして、f(x, y)が定義関数の場合に議
論すればよい。これは命題 1（2）において証明されている。証明終わり

定理３（フビニの定理その 2）f(x, y)は可積分とする。
(1) 関数 g(y) =

∫
X
f(x, y)mX(dx)はMY -可測関数であり∫

X×Y

f(x, y)π(dxdy) =

∫
Y

(

∫
X

f(x, y)mX(dx))mY (dy)

(2) (1)で Xと Y の役割を入れかえても同じである。

証明　 f(x, y) = f+(x, y)− f−(x, y), f+(x, y) ≥ 0, f−(x, y) ≥ 0とおい
て、フビニの定理その 1を使う。f+ ≤ |f |, f− ≤ |f |なので、可積分性は
仮定から従う。証明終わり

注意　 f が可積分でない時には、上の主張は一般になりたたない。

例題 4 f(x, y) = x2−y2

(x2+y2)2
に対し∫ 1

0

dx

∫ 1

0

f(x, y)dy ̸=
∫ 1

0

dy

∫ 1

0

f(x, y)dx

である。
じっさい、もし f が可積分ならフビニの定理より両者は一致するはず
であるが、 ∫

[0,1]×[0,1]

|f(x, y)|dxdy = +∞

なので、f(x, y)は [0, 1]× [0, 1]で可積分でない。

証明
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∫ ∫
[0,1]×[0,1]

|f(x, y)|dxdy = −2
∫ ∫

△(0,0)(0,1)(1,1)

x2 − y2

(x2 + y2)2
dxdy

= −2
∫ 1

0

dy

∫ y

0

x2 − y2

(x2 + y2)2
dx = 2

∫ 1

0

([
x

y2 + x2
]y0)dy

= 2

∫ 1

0

dy(
1

2

y

y2
) =

∫ 1

0

dy
1

y
= +∞.

例題 5 f(x, y) = xy, 0 < a < bに対し∫ 1

0

(

∫ b

a

f(x, y)dy)dx =

∫ 1

0

xb − xa

log x
dx = log

1 + b

1 + a

である。じっさい、∫ 1

0

∫ b

a

xydxdy ≤
∫ 1

0

∫ b

a

xadxdy

= (b− a) 1

1 + a
[x1+a]10

=
b− a
1 + a

< +∞

だから、f(x, y)は [0, 1]× [a, b]で可積分である。
そこで、 ∫ 1

0

dx

∫ b

a

xydy =

∫ 1

0

dx[xy
1

log x
]ba

=

∫ 1

0

dx
1

log x
(xb − xa)

（計算不能）であるが、∫ b

a

dy

∫ 1

0

xydx =

∫ b

a

dy
1

1 + y
[x1+y]10

=

∫ b

a

1

1 + y
dy = log

1 + b

1 + a

であるから、フビニの定理から結論を得る。
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例題 6 (分布等式)

f : E → Rとする。1 ≤ p <∞に対して∫
E

|f(x)|pm(dx) = p

∫ ∞

0

tp−1m(|f | > t)dt

ただし、m(|f | > t) = m({x; |f(x)| > t})

証明　 F (y, s) = 1{(y,s);y∈E,s∈[0,∞),|f(y)|>s}(y, s)とおく。∫ ∞

0

tp−1m(|f | > t)dt =

∫ ∞

0

tp−1(

∫
E

F (x, t)m(dx))dt

=

∫
E

(

∫ ∞

0

tp−1　 F (x, t))dt)m(dx) =

∫
E

(

∫ |f |

0

tp−1dt)m(dx)

=

∫
E

1

p
[tp]

|f |
0 m(dx) =

1

p

∫
E

|f(x)|pm(dx)

上で 2番目の等式から 3番目の等式に行くときにフビニの定理を使った。
証明終わり
p = 1, f(.) = X(.),m = P ととれば

E[|X|] =
∫ ∞

0

dP (|X| > t)

として平均値（期待値）が計算できる。とくにXが非負ならば

E[X] =

∫ ∞

0

dP (X > t)

である。ここで P (X > t) = 1 − P (X ≤ t)であり、F (t) = P (X ≤ t)は
Xの分布関数である。

例題 7

（1）
∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2

（2）
∫ ∞

0

1

x
sin

1

x
dx =

π

2

解 1 （1） ∫ r

0

| sinx|
x

dx =

∫ r

0

(

∫ ∞

0

e−xy| sin x|dy)dx
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(何者、
∫∞
0
e−xydy = 1

x
.) したがって、(x, y) 7→ e−xy sin xは (0, r)× (0,∞)

で積分可能である。これよりフビニの定理が適用できて∫ r

0

sin x

x
dx =

∫ r

0

(

∫ ∞

0

e−xy sin xdy)dx

=

∫ ∞

0

(

∫ r

0

e−xy sinxdx)dy

ここで∫ r

0

e−xy sinxdx = [−e−xy cosx+ y sin x

y2 + 1
]r0 =

1

y2 + 1
− e−ry cos r + y sin r

y2 + 1

（じっさい

((e−xy cosx+ y sin x

y2 + 1
))′ = −ye−xy cos x+ y sinx

y2 + 1
+ e−xy− sin x+ y cosx

y2 + 1

= e−xy−(y2 + 1) sin x

y2 + 1
= −e−xy sinx)

これより r →∞として∫ ∞

0

e−xy sin xdx =
1

y2 + 1

ここで ∫ ∞

0

1

y2 + 1
dy = arctan∞ =

π

2

（2） y = 1/xとおくと dy = − 1
x2dx = −y2dx

LHS =

∫ ∞

0

y−2y sin ydy =

∫ ∞

0

sin y

y
dy

よって (1)よりしたがう。

積分記号下の微分

f(t, x) : (a, b)×R→ Rとし、次を仮定する。
(1) t ∈ (a, b)を固定すれば、x 7→ f(t, x)はルベーグ可測
(2) x ∈ Rを固定すれば、t 7→ f(t, x)は微分可能
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(3) あるルベーグ可積分関数 φ(x)があって

| ∂
∂t
f(t, x)| ≤ φ(x) for (t, x) ∈ (a, b)×R

このとき、
∫
f(t, x)dxは tに関して微分可能であり、

∂

∂t

∫
f(t, x)dx =

∫
∂

∂t
f(t, x)dx

である。
証明は

∂f

∂t
(t, x) = lim

h→0

f(t+ h, x)− f(t, x)
h

であることによる。つまり、条件 (3)からルベーグの収束定理が使え、∫
∂

∂t
f(t, x)dx =

∫
lim
h→0

f(t+ h, x)− f(t, x)
h

= lim
h→0

∫
f(t+ h, x)− f(t, x)

h
dx

= lim
h→0

1

h

∫
(f(t+h, x)−f(t, x))dx = lim

h→0

1

h
(

∫
f(t+h, x)dx−

∫
f(t, x)dx)

=
∂

∂t

∫
f(t, x)dx

証明終わり

例題 8 (ガウス積分)∫ ∞

0

x2e−ax2

dx =
1

4

√
πa−3/2 (a > 0)

じっさい、
(step 1) x = cos θ, y = sin θという極分解（極座標変換）から、

∫∞
0
e−t2dt =√

π
2
である。t =

√
αxとおくと、dt =

√
αdx, x2 = t2/αより、

(1)

∫ ∞

0

e−αx2

dx =
1

2

√
π

α

である。
f(α, x) = e−αx2

とおく。 ∂f
∂α

= −x2e−αx2
であり、

|∂f
∂α

(α, x)| = |x2e−αx2 | = x2e−αx2
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となっている。
(step 2)

a > 0は与えられた定数とする。a ≥ αとし、a′ < αなる a′ > 0を１つ
固定する。このとき、

x2e−αx2 ≤ x2e−a′x2 ≡ φ(x)

とおく。ここで φ(x)は可積分である。
じっさい、(1)より、∫ ∞

0

φ(x)dx =

∫ ∞

0

x2e−a′x2

dx =

∫ ∞

0

x · xe−a′x2

dx

= [− 1

2a′
xe−a′x2

]∞0 +
1

2a′

∫ ∞

0

e−a′x2

dx

= 0 +
1

2a′
· 1
2

√
π

a′
=

1

4a′

√
π

a′
< +∞

これより、α = aととると、(1)およびルベーグの収束定理 (lim←→ d
da
)

より、 ∫ ∞

0

−x2e−ax2

dx =

∫ ∞

0

∂

∂a
e−ax2

dx

=
d

da

∫ ∞

0

e−ax2

dx =　
d

da
(
1

2

√
πa−1/2)

=
1

2

√
π(−1

2
)a−3/2 = −1

4

√
πa−3/2

よって、 ∫ ∞

0

x2e−ax2

dx =
1

4

√
πa−3/2

となる。
この計算は標準正規分布の分散の計算に使われる。

1.4.5 確率論との関係

測度空間 (Ω,M,m)がm(Ω) = 1をみたすとき、確率空間という。この
とき、Mの元は事象とよばれる。とくに、Ωは全事象とよばれる。
Mは σ-集合体であるから、次を満たす：
(i) Ω ∈M
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(ii)A ∈MならばAc ∈M
(iii)An ∈M, n = 1, 2, ...ならば ∪∞

n=1An ∈M
またmを確率（または確率測度）という。P とかくこともある。確率
は次を満たす。
(i) 0 ≤ P (A) ≤ 1

(ii)P (Ω) = 1

(iii)An ∈M(n = 1, 2, ...), An ∩ Am = ∅(n ̸= m)ならば

P (∪∞
n=1An) =

∞∑
n=1

P (An)

なお、A∩B = ∅のときAとBは排反という。[「A でないときB」と
言っているのではない。普通の日本語とちがう。]

例 1 (1) Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6},M = P(Ω),m(A) = 1
6
×#A,A ∈M (ここ

で#AはAの個数を表す。)

これは、さいころを 1回振ったときに出る目を事象とする確率空間で
ある。
(2) Ω = {(i, j); i, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6},M = P(Ω),m(A) = 1

36
×#A,A ∈

M
これは、さいころを 2回振ったときに出る目の組を事象とする確率空
間である。
たとえば、Aを、1度目に 3の倍数の目が出て、2度目に 5の目が出る
事象、とすると、

#A = #{(3, 5), (6, 5)} = 2

であるから、m(A) = 2
36

= 1
18
。

問 1 コインを何度も投げる試行で、n回目が表となる事象をAnとする。
次の事象をAnで表し、その確率（数値）を求めよ。
(i)最初から n回表が続く事象
(ii)偶数回目は裏ばかりとなる事象
(iii)表が無限回出る事象

可測関数X : Ω→ Ω′は確率変数とよばれる。つまり

[X ∈ E] = {ω ∈ Ω;X(ω) ∈ E} ∈ M
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をみたす。
たとえば、

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6},Ω′ = {偶,奇 },

f(1) = f(3) = f(5) =奇, f(2) = f(4) = f(6) =偶

とおくと、各元 ω′ ∈ Ω′に対し、f−1(ω′) ∈ MΩであるから、f は確率変
数である。
例（野球のサイン表）
キャチャーはピッチャーに、敵チームにわからないように情報を送る。

たとえば　グーというサインは、「(次に)ストレートを送る」という意味
である。
キャチャー・ピッチャー間で次のサイン表を使うとする。

サイン グー チョキ パー notグー notチョキ notパー

ストレート o 　 o o × × ×
カーブ × 　 o o o × 　 ×
シュート × 　× o o o ×

たとえば、カーブを投げるよう指示するときには

　　　　　　　　「チョキ and notグー」

というサインを送る。ただし、たとえば「notグー」はグーを横に振るサ
インであり、「and」は 2つのサインを続けて送ることである。
このとき、キャッチャーの頭の中では {グ,　 チョキ,　 パー, ...}の作

る σ-加法族が構成される。サインを見ただけでは敵チームにピッチャー
の投げる球種は伝わらない。このときサイン表の役割をするのが可測関
数 f である。

例題 9 Ω = {1, ..., 10},M = P(Ω)とし、確率P をP (A) =
∑

i∈A
1
10
, A ∈

Mとする。(Ω,M, P )は確率空間である。
確率変数 f : Ω→ Ω′ = {赤,青,白 }とする。ここで f(i) =赤, for i =

1, 2, f(i) =青, for i = 3, 4, 5, f(i) =白, for i = 6, ..., 10である。
(Ω′,P(Ω′))上に確率 P f = P ◦ f−1を次のように構成する。
P f (赤) = P ({1, 2}) = 2

10

P f (青) = P ({3, 4, 5}) = 3
10

P f (白) = P ({6, ..., 10}) = 5
10

これが関数 f の確率法則（確率分布）である。
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一般に、X を確率変数とすると、任意の一次元ボレル集合B に対して
そのX の逆像の確率 P (X−1(B)) が定義可能となる。それを µ(B) とお
く。µ は (R,B) 上の確率である。これを確率変数X の確率分布といい、
µX で表す。
これは任意の定数 cについて

{ω ∈ Ω; f(ω) < c} ∈ F

となることを意味する。

例題 10 つぼの中に赤球 n個、白球m個が入っていて、1個づつ取り出
す。全部でN 回取り出しを行うこととする。
(a) 取り出した後再びもとに戻す場合（復元抽出）
赤球が出ることを 1、白球が出ることを-1で表す。起こりうる可能性
全体

Ω = {1,−1}N = {(x1, ..., xN);xi = 1 or − 1}

x = (x1, ..., xN)に対して

N+(x) = #{i;xi = 1}, N−(x) = #{i;xi = −1}

とおく。

m({x}) = (
n

m+ n
)N

+(x)(
m

m+ n
)N

−(x),m(A) =
∑
x∈A

m({x})

とおくと、mはΩ上の測度となる。さらに、

m(Ω) =
∑

xi=1or−1,i=1,...,N

(
n

m+ n
)N

+(x)(
m

m+ n
)N

−(x)

= (
n

m+ n
+

m

m+ n
)N = 1

である。
(b) 取り出した後再びもとに戻さない場合（非復元抽出）
N ≤ m+ nの場合のみ考える。起こりうる場合の全体

Ω = {(x1, ..., xN);N+(x) ≤ n,N−(x) ≤ m}

である。各試行において赤球をN+(x)個、白球をN−(x)個取り出すので、
その場合の数は

n(n− 1) · · · (n−N+(x) + 1)×m(m− 1) · · · (m−N−(x) + 1)
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である。よって、

m({x}) = n(n− 1) · · · (n−N+(x) + 1)×m(m− 1) · · · (m−N−(x) + 1)

(n+m)(n+m− 1) · · · (n+m−N + 1)

一方、[x]k,lでN+(x) = k,N−(x) = lとなる元全体を表す (ただしk+l =

N)と、赤玉を n個から k個取り出し、残ったもの (n− k)個を選ぶ選び
方を考えて

m([x]k,l) =
nCk n+m−nCN−k

n+mCN

とおけば、m(.)は Ω上の測度になり、m(Ω) =
∑N

k=0m([x]k,N−k) = 1と
なる。（

∑N
k=0 nCk mCN−k = m+nCN (ヴァンデルモンドの畳み込み) によ

る。演習課題：N に関する帰納法で示せ。）

1.5 積分論-2

1.5.1 Stieltjes積分

Ω = Rとし、g を R上単調増加な関数とする。I = [a, b)にたいし
g(I) = g(b)− g(a)とおき、

g∗(A) = inf{
∞∑
n=1

g(In);A ⊂
∞∑
n=1

In}, A ⊂ R

として外測度 g∗を導入する。これをLebesgue-Stieltjes外測度という。
これから定義される完備な測度をLebesgue-Stieltjes測度という。この
測度を dgで表す。
f を R上の連続関数とし、f の単調増加関数 g に関する Lebesgue-

Stieltjes積分
∫ b

a
fdgを次のように定義する：∫ b

a

fdg =

∫
(a,b)

fdg + f(a)(g(a+ 0)− g(a)) + f(b)(g(b)− g(b− 0))

とくに、a, bが gの連続点ならば∫ b

a

fdg =

∫
(a,b)

fdg

となる。
なお、gが異なれば dg可測な集合族Mgは一般に異なるが、それらは

一様にボレル集合族 Bを含んでいる。
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1.5.2 有界変動、p-変分

この節ではΩ = Rとする。関数 g(s)は

|g|t = sup
n≥1

2n∑
k=1

|g( tk
2n

)− g(t(k − 1)

2n
)|

がRの各コンパクト集合上有限であるとき、有界変動 (FV)7という。
fを有界関数とし、gを有界変動関数とするとき、積分

∫ t

s
f(u)dg(u) を

定義することができる。

定義
FV関数 g(t)に対し、 Stieltjes積分の意味で

I(t) =

∫ t

s

f(u)dg(u)

とおく。FV関数は２つの単調増加関数の差に表わされるので、この定義
は意味をもつ。g = g+ − g−, g+, g−は単調増加とするとき

dg = dg+ − dg−

として Stieltjes 積分を定義する。
もし u 7→ f(u)が連続の場合には、この定義は上節のものと一致する。
gがFV関数で、f(.)が微分可能の場合には、次の連鎖律がなりたつ：

f(g(t))− f(g(0)) =
∫ t

0

f ′(g(s))dg(s)

直線上の絶対連続関数
I = [a, b]をRの有界閉区間とする。関数 f が絶対連続 (AC)である
とは、任意の ϵ > 0に対して δ > 0が存在し、I内の交わらない区間の列
(aj, bj), j = 1, 2, ...で

n∑
j=1

(bj − aj) < δ

を満たすものについて

n∑
j=1

|f(bj)− f(aj)| < ϵ

7finite variation
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が成り立つことである。
定義から、絶対連続関数は有界変動 (FV)である。
可積分関数の原始関数は絶対連続関数である。

定理 I上の関数 f について次の (i), (ii)は同値である：
(i) f は I上絶対連続である。
(ii) ある可積分関数 gが存在して f(x)− f(a) =

∫ x

a
g(t)dt

この定理の [(ii) ⇒ (i)の]証明にはRadon-Nikodymの定理を用いる 8。
区間 [a, b]における関数 gの変動 |g|t∈[a,b] (cf. Sect. 1.5 上) をV (g, [a, b])

とかく。FV関数は V (g, [a, b])が有限である。
p-変分
上と同じようにして、関数 gの p-変分を次のように定義する。

|g|(p)t = sup
n≥1

2n∑
k=1

|g( tk
2n

)− g(t(k − 1)

2n
)|p

ただし p ≥ 1とする。gの 1-変分が有限ということは、gが有界変動関数
であるということである。
反復積分の列

(1, g1t , g
2
t , ...)

の各成分 gkt =
∫
0≤u1<...<uk<t

dg(u1)...dg(uk), k = 1, 2, ... は、p-変分ノル
ムを使って評価できる。

1.5.3 Radon-Nikodymの定理

完全加法的集合関数

(Ω,M,m)上に可積分関数 fが与えられたとき、
∫
A
f(x)m(dx)をF (A)

とかく。このとき、−∞ < F (A) < +∞であり、

A = ∪∞
n=1An (Ai ∩ Aj = ∅, i ̸= j)

8(i):F (a) =
∫ a

f(x)dµ(x), F (b) =
∫ b

f(x)dµ(x) then F (b) − F (a) =∫ b

a
f(x)dµ(x) ≤ ∥f∥L1 × (b− a)
(ii) ⇒ (i) は以下。
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とすると

F (A) =
∞∑
n=1

F (An)

となっている。しかし、F (A)は負の値もとりうるので、測度ではない。
測度を拡張した概念である。

定義A ∈Mにたいし実数または+∞,−∞を対応させる対応Φが次を
満たすとき、Φを完全加法的集合関数という。（別名：符号付測度 signed

measure）
(1)Φ(∅) = 0

(2)A1, A2, ... ∈M, Ai ∩ Aj = ∅, i ̸= jに対しΦ(
∞∑
n=1

An) =
∞∑
n=1

Φ(An)

なお、Φ(A) = +∞,Φ(B) = −∞となるA,B ∈Mの組は存在しない。
なぜならば、もし存在したとすると、A ∪B ∈M。また (2)より

Φ(A) = Φ(A \B) + Φ(A ∩B) = +∞

Φ(B) = Φ(B \ A) + Φ(A ∩B) = −∞

となるから、

Φ(A ∪B) = Φ(A \B) + Φ(B \ A) + Φ(A ∩B)

の中に∞−∞が現れてしまう。この値は定義できないので、A∪B ∈M
であることに矛盾する。

完全加法的集合関数は次の性質をもつ：
(1) Ai ∈M, A1 ⊂ A2 ⊂ · · ·にたいし

lim
n→∞

Φ(An) = Φ(∪∞
n=1An)

(2) Ai ∈M, A1 ⊃ A2 ⊃ · · · , |Φ(A1)| < +∞にたいし

lim
n→∞

Φ(An) = Φ(∩∞
n=1An)

証明は測度の場合と同様にできる。
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Φの分解

（1）ハーン分解
Φがあたえられたとき、Ω = P ∪N,P ∩N = ∅とかける。ここで、す

べてのA ∈Mにたいし、

Φ(A ∩ P ) ≥ 0,Φ(A ∩N) ≤ 0

（2）ジョルダン分解
Φはただ１通りに

Φ = Φ+ − Φ−

とかける。ここで、Φ+,Φ−は各々完全加法的集合関数で、すべてのA ∈M
にたいし

Φ+(A) ≥ 0,Φ−(A) ≥ 0

である。

つまり
（A,N ; Φ）⇔ (Ω;Φ+,Φ−)

例 2

Φ(A) = F (A) =

∫
A

f(x)m(dx),

f(x) = f+(x)− f−(x), f+(x) = max(f(x), 0), f−(x) = max(−f(x), 0)

とかく。

P+ = {x; f+(x) > 0}, N− = {x; f−(x) > 0}, K = {x; f(x) = 0}

とおくと、Ω = P+∪N−∪K（互いに素）とかける。K = K1∪K2 (K1∩
K2 = ∅)と分解し、P = P+ ∪K1, N = N− ∪K2とおけば、

Ω = P ∪N, P ∩N = ∅

であり、

F (A ∩ P ) =
∫
A∩P

f(x)m(dx) =

∫
A

f+(x)m(dx) ≥ 0
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F (A ∩N) =

∫
A∩N

f(x)m(dx) = −
∫
A

f−(x)m(dx) ≤ 0

となっている。(ハーン分解)

また、

F+(A) =

∫
A

f+(x)m(dx), F−(A) =

∫
A

f−(x)m(dx)

とおくと、
F = F+ − F−, F+(A) ≥ 0, F−(A) ≥ 0

である。（ジョルダン分解）

ハーン分解、ジョルダン分解の存在の証明は省略する。

２つの分解の関係

o ハーン→ジョルダン
Ω = P ∪N とする。

Φ(A) = Φ(A ∩ Ω) = Φ((A ∩ P ) ∪ (A ∩N)) = Φ(A ∩ P ) + Φ(A ∩N)

よって
Φ+(A) = Φ(A ∩ P ),Φ−(A) = −Φ(A ∩N),

とおくと、Φ = Φ+ − Φ−となり、これがΦのジョルダン分解を与える。
o ジョルダン→ハーン
Φ = Φ+ − Φ−とする。Φ+,Φ−は次で与えられる：

Φ+(A) = sup{Φ(E);E ∈M, E ⊂ A}

Φ−(A) = − inf{Φ(E);E ∈M, E ⊂ A} = sup{−Φ(E);E ∈M, E ⊂ A}

これからハーン分解を次のようにしてつくる。α = sup{Φ(A);A ∈M}
とおく。各 n = 1, 2, ...に対し (An)を

Φ(An) ≥ α− 1

2n

ととることができる。Ān = ∪∞
k=nAkとおく。また

An,m = An ∪ An+1 ∪ · · · ∪ An+m
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とおくと、m→∞のときAn,m → Ānとなる。
An,m+1 = An,m ∪ An+m+1であるから

Φ(An,m+1) = Φ(An,m ∪ An+m+1)

= Φ(An,m) + Φ(An+m+1)− Φ(An,m ∩ An+m+1)

≥ Φ(An,m) + α− 1

2n+m+1
− α

= Φ(An,m)−
1

2n+m+1

すなわち

Φ(An,m+1)− Φ(An,m) ≥ −
1

2n+m+1

となる。これをm = 0, 1, 2, ...について足すと

Φ(An,p)− Φ(An,m)

= Φ(An,p)− Φ(An,p−1) + Φ(An,p−1)− Φ(An,p−2) + ...+Φ(An+1)− Φ(An)

≥ − 1

2n+p
− ...− 1

2n+1

より、

Φ(An,p) ≥ Φ(An)−
1

2n+1
− ...− 1

2n+p

≥ (α− 1

2n
)− 1

2n+1
− ...− 1

2n+p

ここで p→∞とすると

Φ(Ān) ≥ α− 1

2n
(1 +

1

2
+

1

22
+ ...)

= α− 1

2n−1

P = lim supn→∞Anとおく。Ān → P だから

Φ(P ) ≥ α

一方、αの定義よりΦ(P ) ≤ α。よってΦ(P ) = α = sup{Φ(A);A ∈ M}
となる。
ここでA ⊂ P に対し、もしΦ(A) < 0なら

Φ(P \ A) = Φ(P )− Φ(A) > Φ(P ) = α
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となって αの定義に矛盾する。よってΦ(A) ≥ 0である。
またA ∩ P = ∅なるAに対し、もしΦ(A) > 0ならば

Φ(A ∪ P ) = Φ(A) + Φ(P ) > Φ(P ) = α

となって αの定義に矛盾する。よってA ⊂ P cに対しΦ(A) ≤ 0となる。
N = Ω\P とおく。上より、これらのP,NがΩのハーン分解を与える。

ラドン=ニコディムの定理 (Radon-Nikodym)

Φを完全加法的集合関数とする。Φがどのような条件を満たしていれば

Φ(A) =

∫
A

f̃(x)m(dx)

と表されるかを考察する。
定義 完全加法的集合関数Φのジョルダン分解Φ = Φ+ − Φ−に対し

|Φ| = Φ+ + Φ−

とおく。べつの完全加法的集合関数Ψについて

|Φ|(A) = 0⇒ Ψ(A) = 0

がすべてのA ∈ Mについてなりたつとき、Ψは Φに関して絶対連続で
あるという。このときΨ << Φとかく。
絶対連続でないとき、つまりある N ∈ Mがあって、Φ(N) = 0かつ

Ψ(Ω \ N) = 0となるとき、ΦとΨは互いに特異であるという。（このと
きΦとΨは同値でない。）

例 実数直線上のヘヴィサイドの階段関数

H(x) = 0, x < 0; 1, x ≥ 0

は、その分布的導関数（distributional derivative）としてディラックのデ
ルタ関数 δ0 を持つ。
これは実数直線上の測度で、0 において点質量（point mass）を持つ。
しかし、ディラック測度 δ0 はルベーグ測度 λ に関して絶対連続ではな
く、 λ も δ0 に関して絶対連続では無い。
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すなわち、 λ({0}) = 0 であるが δ0({0}) = 1 であり、また U を任意
の開集合で 0 を含まないものとするなら、λ(U) > 0 であるが δ0(U) = 0

である。

なお、ジョルダン分解Φ = Φ+ − Φ− において、Φ+と Φ−は互いに特
異な測度である。

定義 (Ω,M,m)が σ-有限とは、あるAn ∈M, n = 1, 2, ...が存在し

(1) m(An) < +∞, n = 1, 2, ...

(2) A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · · → Ω

がなりたつことである。

定理 (Radon-Nikodym) (Ω,M,m)をσ-有限な測度空間とする。ΦはM
上定義された完全加法的集合関数で

(1) |Φ|(Ω) <∞

(2) Φ << m

をみたすとする。このときある f̃ が存在し、すべてのA ∈Mに対し

Φ(A) =

∫
A

f̃(x)m(dx)

とかける。さらに、f̃ は一意的に定まる。

この f̃ はRadon-Nikodym微分とよばれ、m-a.e.に一意的に決まる。
f̃ を dΦ

dm
とかく。(p.49の定理 (ii) ⇒ (i))

定理 2(Radon-Nikodym(2)) (Ω,M,m)をm(Ω) < +∞をみたす測度空
間とする。νを (Ω,M,m)上定義された測度で、

(1) ν(Ω) <∞

(2) ν << m

をみたすとする。このときある f̃が存在して、すべてのA ∈Mに対して

ν(A) =

∫
A

f̃(x)m(dx)
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がなりたつ。

上の定理で、逆にν(.)が上のように書ければ、ν << mは明らかである。
ν << mのとき、上の f̃ を測度mに関する νの密度関数という。なお、
高校での変数変換の公式：

y = ϕ(x) のとき dy = ϕ′(x)dx

はこの定理の特別な場合である。

証明 of 定理 1, 2(Radon-Nikodym)

例 3 (Ω,M, P )を確率空間とする。A ∈ Mを１つ固定する。·が起こっ
た時のAの条件つき確率を次で定義する:

P (A|·) = P (A ∩ ·)
P (·)

if P (·) > 0

= 0 if P (·) = 0

このときAが何であってもP (A∩ ·) << P (·)である。したがってRadon-

Nikodym微分 dP (A∩·)
dP (·) が条件つき確率 dP (A|·)を与える。

つまり

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)

である。
サイコロを 1回投げたとき、3の目が出る事象をAとし、奇数の目が出
る事象をBとすると、

P (A|B) =
1

3

である。

例 4 　 年間の入院件数N は平均 λのポアソン分布に従い、入院した時
の入院患者の年齢が 60歳以上である確率は pとする。60歳以上である入
院患者が年間 k人である確率はいくらか。

（解）年間の、60歳以上で入院する人の数をXとする。X = kのとき
N ≥ kであるから、X = kという事象をN の値で分類する。

P (X = k) =
∞∑
n=k

P (X = k,N = n)
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=
∞∑
n=k

P (X = k|N = n)P (N = n)

P (X = k|N = n)について。入院患者数 nのうち 60歳以上の人が k人い
る条件付き確率は

P (X = k|N = n) = nCkp
k(1− p)n−k

という二項分布になる。これより

P (X = k) =
∞∑
n=k

nCkp
k(1− p)n−ke−λλ

n

n!

= e−λ (λp)
k

k!

∞∑
n=k

(λ(1− p))n−k

(n− k)!

= e−λ (λp)
k

k!
eλ(1−p) = e−λp (λp)

k

k!

となる。（平均 λpのポアソン分布）

定理２の証明
Step 1 以下では、L2(m + ν)で Lp空間で p = 2としたもの（測度は

m+ ν）、L1(m+ ν)で Lp空間で p = 1としたもの（測度は ν）を表す。
(1-1)

f ∈ L2(m+ ν)⇒ f ∈ L1(ν)

証明
f ∈ L2(m+ ν)とすると、∫

|f |dν ≤
∫
|f |d(m+ ν) =

∫
1 · |f |d(m+ ν)

≤ (

∫
1d(m+ ν))

1
2 · (

∫
|f |2d(m+ ν))

1
2 < +∞ by (1) (a)

(1-2) f ∈ L2(m+ ν)に対し、

L(f) =

∫
fdν (b)

とおくと、L(f)は L2(m+ ν)からRへの線形写像になる。
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証明

L(αf + βg) =

∫
(αf + βg)dν

= α

∫
fdν + β

∫
gdν = αL(f) + βL(g).

f の L2(m+ ν)におけるノルムを ∥f∥で表す。(a)より

|L(f)| ≤ ((m+ ν)(Ω))
1
2 · ∥f∥L2 .

これより L(f)は L2(m+ ν)からRへの連続な線形写像である。

Step 2

L2(m+ ν)上のリースの定理より、連続な線形写像L(f)は、ある h0 ∈
L2(m+ ν)があって、

L(f) =

∫
f · h0d(m+ ν) (c)

と表される。ここでf ≥ 0のときL(f) =
∫
fdν ≥ 0であるから、h0(x) ≥ 0

である。(b), (c)より∫
f · (1− h0)dν =

∫
f · h0dm (d)

がなりたつ。
ここで

E = {x;h0(x) ≥ 1}

とおくと、ν << mより ν(E) = 0である。
証明
φ(x) = 1E(x)とおくと、

0 ≤ m(E) =

∫
φ(x)dm ≤

∫
φ(x)h0(x)dm

=

∫
φ(x)(1− h0(x))dν ≤ 0

((d)より)。これよりm(E) = 0である。ν << mより ν(E) = 0である。

g(x) = h0(x) · (1− φ(x))
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とおくと、ν(E) = 0,m(E) = 0より、gと h0はmに関しても νに関して
もほとんど至る所等しい。((d)’)

また、0 ≤ 1− φ(x) ≤ 1, h0(x) < 1 on Ecであるから、0 ≤ g(x) < 1で
ある。
さらに、gの定義より∫

f · (1− g)dν =

∫
f · (1− h0 + h0 · φ)dν

=

∫
f · h0dm+

∫
f · h0φdν by (d)

=

∫
f ·h0dm−

∫
f ·h0φdm (by (d)’, E = {h0 ≥ 1} and ν(E) = 0,m(E) = 0)

=

∫
f · h0(1− φ)dm =

∫
f · gdm (e)

である。
Step 3

fを有界関数とする。仮定より (m+ν)(Ω) < +∞だから、f ∈ L2(m+ν)

である。また、gの定義により gは有界関数である。よって

(1 + g + · · ·+ gn−1)f ∈ L2(m+ ν).

(e)より

(左辺) =

∫
(1+g+· · ·+gn−1)f(1−g)dν =

∫
(1+g+· · ·+gn−1)fgdm = (右辺)

ここで 0 ≤ g(x) < 1だから、上式は∫
(1− gn)fdν =

∫
1− gn

1− g
f(1− g)dν =

∫
g

1− g
(1− gn)fdm (f)

とかける。
ここで |g| < 1だから、n→∞のとき (1− gn)f は単調に増加して f に

収束する。よって (f)で n→∞とすると∫
fdν =

∫
g

1− g
fdm (g)

f = 1とおくと、 g
1−g
∈ L1(m)となる。
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そこで f̃ = g
1−g
とおく。(g)で f = 1Aととると、∫

fdν = ν(A) =

∫
A

f̃(x)dm(x)

となって、主張が成立する。q.e.d.

系 (A)

λ, µ, νを σ-有限な測度とする。このとき、(1) ν << λ, λ << µならば

dν

dµ
=
dν

dλ
· dλ
dµ

µ− a.e.

(2) λ1 << µ, λ2 << µならば

d

dµ
(λ1 + λ2) =

dλ1
dµ

+
dλ2
dµ

µ− a.e.

(B)

λ, µは σ-有限な測度とする。λ << µ, µ << λならば、

dλ

dµ
=

1
dµ
dλ

µ− a.e.

である。

1.5.4 Lp-空間

E ∈ Rdとし、 (E,B(E), dx)を測度空間とする。1 ≤ p < +∞とする。
f : E → Rにたいし

∥f∥Lp = (

∫
E

|f(x)|pdx)1/p

を f の Lpノルムという。

Lp(E) = {f ∈ L(E); ∥f∥Lp < +∞}

をE上のLp空間という。ただし、L(E)はE上のルベーグ可測関数全体
を表す。
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Lp(E)は和とスカラー倍について閉じており、無限次元ベクトル空間に
なる。また、Lp(E)はノルムに関して完備 (収束先が Lp(E)の中にある)

ことから、バナッハ空間になる。
いくつかの不等式

命題（ヘルダーの不等式）
1 < p < +∞, 1 < q < +∞, 1

p
+ 1

q
= 1 にたいし、f ∈ Lp(E), g ∈ Lq(E)

ならば ∫
E

|f(x)g(x)|dx ≤ ∥f∥Lp · ∥g∥l q

とくに、p = q = 2のとき、Schwarzの不等式という。
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