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第０章　基礎概念

この章ではまず初等的な確率概念と確率分布を復習する。初等確率論
の基本的な知識を仮定する。

0.1 復習
試行の結果によってその値が定まる変数を確率変数という。測度論の

立場では、確率空間 (Ω,F , P )から実数Rへの可測関数のことを確率変数
とよぶ。
確率変数Xのとる値がx1, x2, ...であるとき、X = xiとなる確率P (X =

xi)を piと表わす。
確率変数Xがとびとびの値のみをとるとき、Xは離散確率変数とよび、

その分布を離散確率分布という。
確率変数X が特定の値を正の確率でとることがないとき，すなわち，

X の値が区間全体に亘り、すべての x ∈ Rについて P (X = x) = 0とな
るとき、、Xは連続確率変数とよび、その分布を連続確率分布という。

期待値、分散の定義
(1) 離散分布の場合
確率変数Xのとる値が {x1, x2, ..., xn}であるとき、

m =
n∑

i=1

xiP (X = xi),

v =

n∑
i=1

(xi −m)2P (X = xi)

を、各々X の分布の平均、分散という。誤解が生じないときには，たん
に X の平均，分散という。mを E[X]、v を V (X)と書くこともある。
また，平均のことを期待値ともいう。X のとる値 xi とその確率 piの組
((xi, pi); i = 1, ..., n)を確率分布という。

（2）連続分布の場合
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この場合、ρ(x) ≥ 0,
∫∞
−∞ ρ(x)dx = 1を満たす関数 ρ(x)が存在して1，

P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

ρ(x)dx

と表される。 ρ(x)を (確率)密度関数という。

m =

∫ ∞

−∞
xρ(x)dx,

v =

∫ ∞

−∞
(x−m)2ρ(x)dx

を，各々Xの (分布の)平均，分散という。mをE[X]，vを V (X)と書く
こともある。また，平均のことを期待値ともいう。密度関数 ρ(x)とXの
とる値の範囲 (たとえば (a, b))の組 (ρ(x);x ∈ (a, b))を確率分布という。
なお，離散分布と連続分布が組み合わさった分布を混合分布という。

0.2 測度論的基礎
近代的な確率論は測度論の概念・用語を用いて記述される。確率解析

の理論もそうである。基本的に次のような対応がある：

確率論　 測度論

全事象　Ω 全体集合　

事象　A 可測集合E

確率　 P 　 P (Ω) = 1なる測度 P

確率変数X 可測関数 f

期待値E[X] 積分　
∫
fdµ

Ωを抽象集合とする。これを標本空間とよぶ。Ωの部分集合の族F で
次の性質を満たすものを σ-加法族とよぶ。

(i)Ω ∈ F

1実数全体で定義された関数 f(x)に対して
∫∞
−∞ f(x)dxは f(x)の広義積分を表す。
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(ii)A ∈ F ⇒ Ac ∈ F

(iii)An ∈ F , n = 1, 2, ...⇒ ∪∞
n=1An ∈ F

Ωを定義域としRを値域とする関数X(ω)が、任意の a, bに対して

X−1((a, b]) ∈ F

を満たすとき、Xを確率変数という。

Lemma 1 実数値関数Xについてつぎの 3条件は同値である。

(i)Xは可測関数

(ii)任意の a, b(a < b) に対して X−1((a, b]) ∈ F

(ii)任意の 1次元ボレル集合 B に対して X−1(B) ∈ F

この補題により、任意の 1次元ボレル集合Bに対してP (X−1(B))が定
義できる。これを確率変数Xの確率分布とよぶ。
確率変数Xの平均E[X]はXの P による積分

E[X] =

∫
Ω

X(ω)P (dω)

として定義する。このルベーグ式積分の定義は、単関数による下からの
近似による。
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第1章 Poisson過程とLévy過程

Happy families are all alike; every unhappy family is unhappy in its own way.
Lev Tolstoj, Anna Karenina

この章ではPoisson分布とPoisson過程およびPoisson ランダム測度と
Lévy過程に関する基礎事項について述べる。測度論の知識はある程度既
知とする。

1.1 Poisson分布とPoisson過程

1.1.1 確率過程

確率空間 (Ω,F , P )の上で定義され、連続時間をパラメータとする確率
変数の族 (Xt)t∈Tを確率過程という。ただし、Tは時間パラメータの集合
である。
以下で標本 ω ∈ Ωに依存するある主張A = A(ω)を考えるとき、Aが

確率 1で成立するとは
P (A) = 1を満たす適当な事象 Λがあって、すべての ω ∈ Λに対して

A(ω)が成立する
という意味である。
(Xt)t∈Tは共通の確率空間 (Ω,F , P )の上で定義されているので、標本

ωを固定すると、時間 t ∈ Tを変数とする 1つの見本関数

t �→ Xt(ω)

が定まる。この関数を ωの道という。ωの道が
すべての t ∈ Tに対して lims→tXs(ω) = Xt(ω)

を満たすとき、連続であるといわれる。
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Definition 1 確率過程Xtについて
「0 ≤ s < t ≤ u ≤ v　のとき、Xt −XsとXv −Xuは独立」が成り立つと
き、{Xt}は加法過程または独立増分過程という。

確率過程X = (Xt)は次の性質をみたすときブラウン運動という。
(1) 加法過程であり、増分Xt −Xsの分布は t− sのみに依存する
(2)　Xtの分布は、平均 0分散 tの正規分布である
(3)　ほとんどすべての ω ∈ Ωに対し、その道は連続である

1.1.2 ポアソン過程

見本X を固定して時間の関数 t �→ Xtを記録したものを計数過程とい
う。X のとる値が非負整数の場合には件数過程ともいう。たとえば、店
への顧客の訪問数がこれにあたる。

Definition 2 λを正の実数とするとき、件数過程 {Nt} が次の (1) ∼
(3)を満たすとき、{Nt}をパラメータλのポアソン過程という。あるいは
、{Nt}　はパラメータがλのポアソン過程に従うという。また、λは起こり
やすさを表す指標であり、強度という。
(1) 0 ≤ s < t ≤ u < v,Nt −NsとNv −Nuは独立
(2) P (Nt+dt −Nt = 1) = λdt

(3) P (Nt+dt −Nt ≥ 2) = 0

(P (Nt+dt −Nt = 0) = 1 − λdt)

条件 (2)はつまり P (Nt+dt −Nt = 1) = λh+ o(h)ということであり、

lim
h→0+

P (Nt+h −Nt = 1)

h
= λ

と言ってもよい。(3)はつまりP (Nt+h−Nt = 2) = o(h) P (Nt+h −Nt =

0) = 1 − λh+ o(h), ただし o(h)はランダウの記号, ということであり

lim
h→0+

P (Nt+h −Nt ≥ 2)

h
= 0

と言ってもよい。
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つまり、ポアソン過程とは過去や未来とは独立に（定義の (1)）、常に
一定の起こりやすさで生起し（定義の (2)）、同時に２件は生じない（定
義の (3)）事柄の件数過程のことである。
ポアソン過程の場合、見本X を固定して時間の関数 t �→ Xtを記録し

たものを計数過程または件数過程という。たとえば、店への顧客の訪問
数がこれにあたる。

Theorem 1 {Nt}が、パラメータがλのポアソン過程であるとき、t > 0に
ついて、Ntはパラメータがλtのポアソン分布 Po(λt)に従う。

Proof. 時間 tをm分割する。m を十分大きくすると、 t
m
は短いので、

t
m

= dtとみなせる。すると、各区間は事柄が生じる件数はせいぜい１件

または０件であり、それぞれの確率は他の区間Ntがパラメータm,
λt

m
の

二項分布に従うことが分かる (Nt ∼ Bin(m, λt
m

)と表す)また、実際には

dt = t
m

→ 0すなわち m→ ∞ なので、P (Nt = n) = P (

m∑
k=1

(N k
m

t = n))

= Πm
k=1P (N k

m
t) = lim

m→∞ mCn(
λt

m
)n(1 − λt

m
)m−n

= lim
m→∞

m!

(m− n)!n!
(1 − λt

m
)−n(1 − λt

m
)m (λt)n

n!

= 1 · 1 · e−λt (λt)
n

n!
= e−λt (λt)

n

n!
.

q.e.d.

Theorem 2 件数過程 {Nt}について
(1)加法過程
(2) 0 ≤ s < tのときNt −Ns ∼ Po(λ(t− s))

(1),(2)が成り立つとき、{Nt}はパラメータ λのポアソン過程である。



8 第 1章 Poisson過程と Lévy過程

Proof. (2)より

P (Nt+h −Nt = 1) = e−ihλh

= (1 − hλ+ o(h))λh

= λh+ o(h)

P (Nt+h −Nt ≥ 2) = 1 − P (Nt+h −Nt = 1) − P (Nt+h −Nt = 0)

= 1 − e−λhλh− e−λh

= 1 − (1 + λh)(1 − λh+ o(h)) = o(h)

これらのことから、ポアソン過程である。q.e.d.

Definition 3 ある出来事の生起間隔D1, D2, · · ·が互いに独立なら、その
出来事の件数過程 {Nt}のことを再生過程という。

Theorem 3 ある出来事の生起間隔D1, D2, · · ·が互いに独立に同一の指
数分布に従うなら、その出来事に再生過程 {Nt}はポアソン過程である。

Prrof. 時刻 tからはじめた生起間隔をDt1 , Dt2 , . . .とすると、指数分布の
無記憶性からDt1は t以前の生起間隔とは独立にD1と同一の分布に従い
、D1, D2, . . .の独立性からDt2 , Dt3, . . .も t以前の生起間隔およびDt1とは
独立に同意いつの分布に従う。
つまり、斉次である加法過程を意味する。
また、斉次性より
P (Nt+h −Nt ≥ 2) = P (Nh −N0 ≥ 2)

また、D1, D2, . . .の従う指数分布を exp(λ)とすると、
P (Nh −N0 ≥ 2) = P (D1 +D2 ≤ h)

D1 +D2 ∼ Γ(2, λ)より =
∫ h

0
λe−λsλsds

= −[λse−λs]h0 +
∫ h

0
λe−λsds

= −λhe−λh − [e−λs]h0
e−λh = 1 − λh+ o(h)より = 1 − e−λh(λh+ 1)

= 1 − (1 − λh+ o(h))(λh+ 1)

= o(h)

以上よりポアソン過程の定義 (1) ∼ (3)を満たすのでポアソン過程であ
る。q.e.d.

Theorem 4 単位時間当たりの発生件数の期待値が同一である斉次な加
法過程のうち、単位時間当たりの発生件数の分散が最小なのはポアソン
過程である。
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Proof. 斉時な加法過程であれば、単位時間あたりの発生件数の期待値
はある正の定数となるので、その値を λとする、すなわち、件数過程を
{Nt}とすれば、
λ = lim

h→0+

E(Nt+h −Nt)

h
また、n = 1, 2, · · ·について
λn = lim

h→0+

P (Nt+h −Nt = n)

h
とすると

λ = lim
h→0

P (Nt+h −Nt)

h
= λ1 + 2λ2 + · · · =

∞∑
n=1

nλnと表せる

(単位時間当たりの発生件数の分散) = lim
h→0+

V (Nt+h −Nt)

h

= lim
h→0+

(
E((Nt+h −Nt)

2)

h
− E(Nt+h −Nt)

2

h
)

=
∞∑

n=1

n2λn − 0

=

∞∑
n=1

n2λn

この条件で最小にするには
λ1 = λ, λn = 0(n = 2, 3, · · ·)
すなわち

lim
h→0+

P (Nt+h −Nt = 1)

h
= λ, lim

h→0

P (Nt+h −Nt ≥ 2)

h
= 0

ポアソン過程の定義に含まれる。q.e.d.

1.1.3 複合ポアソン過程

以下X1, X2 . . .は、互いに独立な同一の分布に従う確率変数の列である
とする。これらの確率変数は同一の分布に従うので、便宜のため、それ
らの確率変数を代表する確率変数をXと表す。N はX1, X2, . . .とは独立
であり、取りうる値の範囲がが自然数である確率変数である。Sは次のよ
うに定義される確率変数である。

Definition 4

S =

{
X1 +X2 + · · ·+XN　 (N > 0)

0 　 (N = 0)
(1.1)

複合分布の特性値を求めるにあたっては、次の三つの公式が基本となる。
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Theorem 5 複合分布の基本的性質
(1)E(S) = E(N)E(X)

(2)V (S) = E(N)V (X) + V (N)E(X)2

(3)MS(t) = GN(MX(t)) = MN (logMX(t)) = MN (CX(t))

Proof.
(1)

E(S) = E(E(S|N))

E(S|N = n) = E(X1 + · · ·+Xn)

= E(nX)

= nE(X)より
E(S|N) = NE(X)となる。
(2)

V (S) = V (E(S|N)) + E(V (S|N))

V (S|N = n) = nV (X)より
V (S|N) = NV (X)

V (E(S|N)) + E(V (S|N)) = V (NE((X))) + E(NV (X))

=E2(X)V (N) + V (X)E(N)

(3)

MS(t) = E(ets) = E(E(ets|N))

E(ets|N = n) = E(etx)nより
E(ets|N) = E(etx)N

よって
E(E(etx)N) = E(MX(t)N) = GN(MX(t))

また、
E(MX(t)N ) = E(exp{N logMX(t)})

= MN (logMX(t)) q.e.d.

Definition 5 Nがポアソン分布にしたがうとき、Sを複合ポアソン分布
という。Ntがポアソン過程のとき、Stを複合ポアソン過程という。

Proposition 1 複合ポアソン分布の特性値
(1)平均E(S) = λE(X)

(2)分散 V (S) = λE(X2)

Proof.



1.1. Poisson分布と Poisson過程 11

MS(t) = MN(logMX(t))

= exp{λ(elog MX(t) − 1)}
= exp{λ(MX(t) − 1)}

よって
CS(t) = logMS(t)

= λ(MX(t) − 1)から
k次の t = 0のキュムラントは
C

(k)
S (0) = λM

(k)
X (0)

= λE(Xk)

(1)

平均は 1次のキュムラントより
E(S) = λE(X)

(2)

分散は 2次のキュムラントより
V (S) = λE(X2) q.e.d.

1.1.4 Poisson ランダム測度とLévy過程

この章ではPoisson ランダム測度と Lévy過程に関する基礎事項を振り
返る。

(Ω,F , P ) を確率空間とする。ここでΩはT = [0, T ]上定義された軌跡
の集合である。ここで T ≤ ∞であり、T = +∞の場合にはT = [0,+∞)

とする。多くの場合 T は有限として扱う。
(Ft)t∈T はFの sub-σ-fields の増大する族である。これをフィルトレー

ションという。 ここでFtは、右連続かつ、各軌跡 s �→ ω(s)が時刻 tま
では可測となるような最小の σ-fieldである。

Definition 6 T上の Lévy過程 (z(t))t∈Tとは Ω上のm次元確率過程で
次の (1)–(5)を満たすもののことである。

(1) z(0) = 0 a.s.1

(2) z(t)は独立増分をもつ (つまり 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn, ti ∈ T, に対
し確率変数 z(ti) − z(ti−1)達は独立)

(3) z(t) は定常増分をもつ (つまり z(t + h) − z(t) は hによるが、tに
よらない)

1ここで a.s.は ‘almost surely’(ほとんど確実に)の意味である。
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(4) z(t) は確率連続 (つまり任意の t ∈ T \ {0} と任意の ε > 0に対し
P (|z(t+ h) − z(t)| > ε) → 0 as h→ 0)

(5) z(t) は càdlàg な軌跡をもつ (càdlàg : right continuous on T with

left limits on T \ {0})

ここでm ≥ 1とする。m = 1の場合には z(t)は実数値過程である。

本講では主にジャンプ過程を扱う。時刻 tでの増分を

∆z(t) = z(t) − z(t−).

とする。以下ではXt,Mt, xt, ...等にも同じ記法∆を用いる。
z(t)に対し計数過程N を次のように導入する：
A ∈ B(Rm \ {0})に対し

N(t, A) =
∑

0≤s≤t

1A(∆z(s)), t > 0.

とおく。これは時刻 tまでの z(.)の Aへのジャンプ回数をはかる計数過
程である。Lévy過程 zの軌跡は càdlàgであるから、Ā ⊂ Rm \ {0}であ
るようなA ∈ B(Rm \ {0})に対し N(t, A) < +∞ a.s.である。

N((a, b] × A) = N(b, A) −N(a,A),

によりT× (Rm \ {0})上のランダム測度が定義できる。ここで a ≤ b。こ
のランダム測度N が平均 E[N((a, b] × A)]をもつ Poisson分布にしたが
い、かつ、互いに素な (a1, b1]×A1, ..., (ar, br]×Ar ∈ B(T× (Rm \ {0}))
に対してN((a1, b1]×A1), ..., N((ar, br]×Ar)が独立であるとき、Poisson

ランダム測度という。

Proposition 2 (Lévy-Itô decomposition theorem, [25] Theorem I.42) z(t)

を Lévy過程とする。z(t)は以下の表現をもつ。

z(t) = tc+ σW (t) +

∫ t

0

∫
|z|<1

zÑ(dsdz) +

∫ t

0

∫
|z|≥1

zN(dsdz),

for a.e. ω for all t ∈ T.

ここで c ∈ Rm, σはm×m行列である。(W (t))t∈T,W (0) = 0 は m次
元 (標準)Wiener過程、N(dtdz) は平均測度 N̂(dtdz) = E[N(dtdz)]をも
つ Poissonランダム測度であり、Ñ(dtdz) = N(dtdz) − N̂(dtdz)である。
ここで W (t) と t �→ (

∫ t

0

∫
|z|<1

zÑ(dsdz) +
∫ t

0

∫
|z|≥1

zN(dsdz))は独立であ
り、さらに表現は一意的である。
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ここで
∫ t

0

∫
zN(dsdz) と

∫ t

0

∫
zÑ(dsdz)は確率積分の意味である。そ

の正確な定義については後で述べる。
Poissonランダム測度を使って

µ(A) = E[N(1, A)], A ∈ B(Rm \ {0}) (1.1)

とおく。これはLévy測度とよばれる。測度 µは次を満たす。∫
Rm\{0}

(1 ∧ |z|2)µ(dz) < +∞. (1.2)

N に対応する補償つきPoissonランダム測度を

Ñ(dtdz) = N(dtdz) − dtµ(dz).

により定義する。
とくに、もし µ(dz)が ∫

|z|≥1

|z|µ(dz) < +∞,

を満たせば z(t) は次のように書ける：

z(t) = tc′ + σW (t) +

∫ t

0

∫
Rm\{0}

zÑ(dsdz),

where c′ = c +
∫
|z|≥1

zµ(dz).

Rm \ {0}上の測度µは (1.2)を満たすとき、そしてそのときに限り、あ
る Lévy過程の Lévy測度になる。実際次の Lévy-Khintchine表現がな
りたつ。

Proposition 3 (1) zをRm \ {0}上の Lévy過程とする。このとき

E[ei(ξ,z(t))] = etΨ(ξ), ξ ∈ Rm, (1.3)

where

Ψ(ξ) = i(c, ξ) − 1

2
(ξ, σσT ξ) +

∫
(ei(ξ,z) − 1 − i(ξ, z)1{|z|<1})µ(dz). (1.4)

ここで c ∈ Rm, σσT は非負行列であり、µ は (1.2)を満たす測度である。
(2) c ∈ Rm, 行列 σσT ≥ 0 および (1.2)を満たす B(Rm \ {0})上の

σ-finite 測度 µ に対して、(1.3), (1.4)を満たす確率過程 zが存在する。
この zは Lévy過程である。
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証明は [27] Theorem 8.1、および [8] Sect. 0を参照せよ。

Dp = {t ∈ T; ∆z(t) �= 0} とおく。これは a.s. に T の可算部分集
合である。 A ⊂ Rm \ {0}とする。µ(A) < +∞のとき、Dp 
 t �→∑

s≤t,∆z(s)∈A δ(s,∆z(s))により定義される測度はPoisson 計数測度という。
関数Dp 
 t �→ p(t) = ∆z(t)はPoisson 点過程という。

1.1.5 Lévy過程の例

(1) Poisson 過程
強度 λ > 0をもつ Poisson過程とは [0,+∞)上の非負整数値過程で次

を満たすものである：
(i) N0 = 0,∆Nt = Nt −Nt− は 0 か 1

(ii) s < tに対し Nt −Ns はFsと独立。
(iii)すべての t1, t2とすべての s > 0に対し、Nt1+s−Nt1 はNt2+s−Nt2

と同分布。
(iv)

P (Nt = k) =
1

k!
(λt)ke−λt, k = 0, 1, 2, ....

実際には (iv)は (i)–(iii)からしたがう ( cf. [25] Theorem I.23)。Poisson

過程の Lévy測度は λδ{1}であり、b = 0, σ = 0である。

(2) 複合 Poisson 過程
複合 Poisson 過程 Yt =

∑Nt

k=1 Ykは、(Yk), k = 1, 2, ... は共通の有限分
布 µをもつ i.i.d.確率変数とし、Nt は (Yk)と独立な、強度 λ > 0をもつ
Poisson過程とする。このとき Yt =

∑Nt

k=1 Ykと表される確率過程を複合
Poisson 過程という。Ytは次の表現をもつ：

Yt =

∫ t

0

∫
Rm\{0}

z N(dsdz),

ここでN(dsdz)は平均測度 λdsµ(dz)をもつT× (Rm \ {0})上のPoisson

ランダム測度である。
(3) Stable 過程
Lévy測度 µが

µ(dz) = cα
dz

|z|m+α
,

で与えられるLévy過程を対称安定過程という。ここで α ∈ (0, 2)である。
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µが、 Sm−1 上の関数 a(.) ≥ 0により

µ(dz) = c′αa(
z

|z|)
dz

|z|m+α
,

で与えられる場合には、この過程は非対称安定過程という。m = 1の場
合には µ は次の形になる

µ(dz) = (c−1{z<0} + c+1{z>0})
dz

|z|1+α
,

where c− ≥ 0, c+ ≥ 0.

(4) Wiener 過程
(1.4)の表現において c = 0, σσT = I, µ ≡ 0となるものを (標準)Wiener

過程 (Brown運動)という。
Wiener過程 (Brown運動)W (t)(でW (0) = 0を満たすもの)は定義 6を

満たす連続 Lévy過程である。
Wiener過程は次のスケーリング性をもつ：c−

1
2W (ct) は W (t) と同分

布 for all c > 0。

1.1.6 伊藤の公式

この節では Lévy過程に対する伊藤の公式を述べる。

Proposition 4 ([19] Theorems 9.4, 9.5)

(1) X(t)を次で与えられる実数値過程とする：

X(t) = x+ tc + σW (t) +

∫ t

0

∫
R\{0}

γ(z)Ñ (dsdz), t ≥ 0

ここで γ(z)は
∫
R\{0} γ(z)

2µ(dz) < ∞なる関数である。f : R → R を
C2(R)関数とし、

Y (t) = f(X(t))

とおく。このとき実数値過程 Y (t), t ≥ 0 は次を満たす：

dY (t) =
df

dx
(X(t))cdt+

df

dx
(X(t))σdW (t) +

1

2

d2f

dx2
(X(t))σ2dt

+

∫
R\{0}

[f(X(t) + γ(z)) − f(X(t)) − df

dx
(X(t))γ(z)]µ(dz)dt
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+

∫
R\{0}

[f(X(t−) + γ(z)) − f(X(t−))]Ñ(dtdz).

(2) X(t) = (X1(t), ..., Xd(t)) を次で与えられる d次元過程とする：

X(t) = x+ tc+ σW (t) +

∫ t

0

∫
γ(z)Ñ (dsdz), t ≥ 0.

ここで c ∈ Rd, σ は d×m行列、 γ(z) = [γij(z)] は d×m行列値関数で
上の確率積分が存在するもの、W (t) = (W 1(t), ...,W d(t))T は m次元標
準Wiener過程とし、

Ñ(dtdz) = (N1(dtdz1)−1{|z1|<1}µ(dz1)dt, ..., Nm(dtdzm)−1{|zm|<1}µ(dzm)dt)

とする。ここでNj は独立な Poisson ランダム測度で Lévy測度 µj, j =

1, ...,mをもつものである。つまり、X i(t) は次で与えられる：

X i(t) = xi+tci+
m∑

j=1

σijWj(t)+
m∑

j=1

∫ t

0

∫
R\{0}

γij(z)Ñj(dsdzj), i = 1, ..., d.

f : Rd → R を C2(Rd)関数とし、

Y (t) = f(X(t))

とおく。このとき Y (t), t ≥ 0 は実数値確率過程であり、次を満たす：

dY (t) =
d∑

i=1

∂f

∂xi

(X(t))cidt+
d∑

i=1

m∑
j=1

∂f

∂xi

(X(t))σijdWj(t)

+
1

2

d∑
i,j=1

∂2f

∂xi∂xj
(X(t))(σσT )ijdt

+
m∑

j=1

∫
R\{0}

[f(X(t) + γj(zj)) − f(X(t))−
d∑

i=1

∂f

∂xi
(X(t))γij(z)]µj(dzj)dt

+

m∑
j=1

∫
R\{0}

[f(X(t−) + γj(z)) − f(X(t−))]Ñj(dtdzj).

ここで γj は γ = [γij]の第 j成分を表す。
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上の命題における、 dW (t) および Ñ(dtdz)に関する確率積分の正確な
定義は後で述べる。

例 (1) b = 0, γ(z) = 0, σ = 1 そして f(x) = x2とする。このとき伊藤
の公式より

df(W (t)) = 2W (t)dW (t) +
1

2
2dt = 2W (t)dW (t) + dt.

よって
df(W (t)) − dt = 2W (t)d(t)

であり ∫
T

W (t)dWt =
1

2
(W (T )2 − T )

(2) b = 0, γ(z) = z, σ = 0 そして f(x) = x2とする。 つまりX(t) =

z(t) =
∫ t

0

∫
zÑ(dsdz)。このとき伊藤の公式より

df(z(t)) =

∫
{(z(t) + z)2 − z(t)2 − 2zz(t)}µ(dz)dt

+

∫
{(z(t−) + z)2 − z(t−)2}Ñ(dtdz)

=

∫
z2µ(dz)dt+

∫
(2z(t−) + z)zÑ (dtdz)

したがって

z(t)2 = T

∫
z2µ(dz) +

∫ t

0

∫
(2z(t−) + z)zÑ (dtdz).

空間 D

T = [0, T ], T < +∞とおく。T上で定義されRm-または or Rd-値をと
り、[0, T )上右連続で左極限をもつ (càdlàg paths)関数の全体をD = D(T)

とかく。D(T)上につぎのように与えられる Skorohod 距離 dT を使って
位相を導入する。dT を

dT(f, g) = inf
τ
{|f (t) − g(τ(t))| + |τ(t) − t|}

とおく。ここで τはTから Tへの狭義増加連続関数で、τ(0) = 0, τ(T ) =

T となるものである。位相空間 (D(T), dT) は Skorohod 空間とよばれ
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る。空間 (D(T), dT) は可分であり、同値な距離 d◦T を導入することに
より完備となる (see [2] Sect. 12)。
D([0,+∞))を [0,+∞)上の càdlàg関数全体を表す。この空間は次の距

離 dにより Fréchet空間となり、

d(f, g) =
∞∑

n=1

1

2n
(1 ∧ d◦[0,n](f, g)),

位相空間 (D([0,+∞)), d) は完備かつ可分である。
もし sup-ノルム

d∞(f, g) =

∞∑
n=1

1

2n
(1 ∧ sup

s∈[0,n]

|f(s) − g(s)|),

を導入すれば、空間 (D([0,+∞)), d∞) は完備であるが、可分にはなら
ない。

1.2 余談（コラム）: 確率とは何か
古典的な確率の定義 (ラプラス)では，「N 個の場合の確からしさの同等

性」を根拠にして確率を決めている。

　では，「同等に確からしい」とは何か。つまり，扱っている対象の何と
何を同一視し，何と何を区別すればよいか。そして，いかにして「どれ
が起こることも同程度に期待できる」と考えうるのか。

問 1 次の確率計算は実験にあうか。
（１）明日の天気は，雨が降るか（A），降らないか（Ac）のどちらか
である。よって，P (A) = 1/2。
よって，P (A) = 1/2。
（２）植物（たとえばひな菊）の花びらを使った恋占いでは，結論と

なる事象には「愛してる」と「愛してない」の 2つがあり，花びらの数の
奇数・偶数に「愛してる」と「愛してない」を対応させる。偶数と奇数は
交互に並んでいるから，これはこれら２つの事象が同等に確からしいこ
とを（暗黙のうちに）仮定していることになる。この仮定は妥当か。

じつは，それは先験的には知りえない。「同等に確からしい」事象は，
実験に合うように設定するものなのである。
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例 1 N 個の箱に r個の玉を入れる問題

＜仮定 I＞　 1つの玉がどの箱に入るかは同等に確からしく、各々1/N

である。
次のように書いても同じ：
＜仮定 I’＞　いろいろな玉の入れ方は全部でN r通りあるから、これら

の書く場合を同等に確からしいと仮定して、各々1/N rとする。
これは重複順列 NΠr = N r個の場合をすべて同等とみなす立場。
この仮定は，箱を空間の小領域、玉を気体の分子と見たときに，「マッ

クスウエル-ボルツマンの統計」とよばれる。しかし、この統計（確率の
決め方）では実験にあわなかった（黒体輻射の実験を説明できない）。
＜仮定 II＞　玉は区別がつかない。
区別がつくのは、どの箱に何個づつ玉が入っているか、という様相の

みである。したがって、重複組み合わせ（異なるN 種類のものから重複
を許して r個とる組み合わせ）NHr = N+r−1Cr個の場合をすべて同等と
みなす立場。言い換えると、
＜仮定 II’＞　玉の盛り分け方は全部で NHr通りあり、それらをすべて

同等とする。

問 2 　例えば、N = 3, r = 2ならば、3H2 = 6。これら 6通りをすべて
書き出せ。

この仮定は，「ボーズ-アインシュタインの統計」とよばれる（光子 (ボー
ズ粒子）を取り扱うときに用いられる）。この場合実験に当う。
さらに、次の仮定を考える。
＜仮定 III＞　 1つの箱に玉は 1つしか入らない
とする。この場合には重複を許さない組み合わせ NCr通りの場合があ

る。言い換えると、
＜仮定 III’＞　玉の盛り分け方は全部で NCr通りあり、それらをすべ

て同等とする。
この仮定は、電子や陽子（フェルミ粒子）を取り扱うときに用いられ，

「フェルミ-ディラクの統計」とよばれる（この場合実験に当てはまる）。
（物理では＜仮定 III＞は，「パウリの排他原理」（異なる粒子は同時に同一
状態を取ることはない）に対応する。）

問 3 　N = 4, r = 3とする。仮定 I − IIIのもとで同等に確からしい場
合を、各々すべて書き出せ。
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上の仮定 II, IIIを現実離れしたものと思ってはいけない。
ある種の色盲の人は赤と緑の区別がつかない。青，赤，緑の 3種類の

ランプ（発光ダイオード）を暗闇で等頻度で発光させるとする。この色
盲の人には，赤のランプと緑のランプは区別がつかず，事象A =「青が
発光する」，事象B =「赤（=緑）が発光する」，の 2つの事象に対して，
P (A ∪B) = 1, P (A) = 1/3, P (B) = 2/3と感じるであろう。
また，モンシロチョウは紫外線が見えるが，ヒトには紫外線が見えな

い。紫外線の発光によってある事象Aの発生が伝えられたとき，モンシ
ロチョウには P (A) > 0だとしても，ヒトには P (A) = 0でなければ正し
い確率と思われない（ヒトの目から見た実験に合わない）。
このように，何をもって「同等に確からしい」とするかは先見的には

決まらない。確率は，光や熱のように物理量として実在するものではな
く，我々の脳の中で「実験に合うように」設定されるものなのである。
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Let me have men about me that are fat; Sleek-headed men and such as sleep o’
nights: Yond Cassius has a lean and hungry look; He thinks too much: such
men are dangerous. W. Shakespeare, Julius Caesar, Act 1, Scene 2

この章ではジャンプのついた確率微分方程式 (SDE)について述べる。
マルチンゲールおよびセミマルチンゲールの定義から始めて確率積分に
至る。

2.1 マルチンゲールとセミマルチンゲール
(Ω,F , P ) を確率空間とする。フィルトレーション (Ft)t∈T は次の (i),

(ii)を満たすとき usual condition (通常の条件)をみたすという： (i) F0

はF の零集合を含む (ii) 右連続である。以下では the usual conditionを
満たすフィルトレーションをもつ確率空間を考察する。
確率過程 (Xt)t∈Tは、任意の tについてXtが Ft-可測であるとき 適合

している (adapted)という。関数X. : [0, t] × Ωが任意の t ≥ 0について
B([0, t])⊗Ft-可測であるときプログレッシブに可測 (発展的可測)という。

càdlàgな軌跡をもつ適合過程Mtは次をみたすときマルチンゲールと
いう：

(1) Mt ∈ L1(P ), t ∈ T (2.1)

(2) もし s ≤ t ならば E[Mt|Fs] = Ms, a.s., s, t ∈ T. (2.2)

ここで (2)の代わりに

もし s ≤ t ならば E[Mt|Fs] ≥Ms, a.s., s, t ∈ T,

がなりたつときには、Xt は 劣マルチンゲールという。また、(2)の代わ
りに

もし s ≤ t ならば E[Mt|Fs] ≤Ms, a.s., s, t ∈ T,



22 第 2章 ジャンプ型 SDE

がなりたつときには、Xt は 優マルチンゲールという。
確率変数 T : Ω → [0,+∞]は、 任意の t ∈ Tについて {T ≤ t} ∈ Ft

となるとき、 停止時刻という。停止時刻の全体を T とかく。
0 = T0 ≤ T1 ≤ ... ≤ Tn ≤ ...を停止時刻の列で Tn → +∞ a.sとな

るものとする。適合過程Mtで、上のようなある停止時刻の列があって、
任意の nについて Mt∧Tnがマルチンゲールになるものを、局所マルチン
ゲールという。
マルチンゲールは局所マルチンゲールである。これはDoobの optimal

sampling theoremによる。
確率過程 Xtは、局所マルチンゲール Mtと、有界変動で càdlàgな適合

過程Atを使って
Xt = X0 +Mt + At

とかけるとき、セミマルチンゲールという。マルチンゲールはセミマル
チンゲールである。

1次元 (標準)Poisson過程Ntはセミマルチンゲールである。じっさい

Nt = Ñt + t,

とかける。ここで Ñt = Nt − t は局所マルチンゲール (実際はマルチン
ゲール)である。
ジャンプ型の Lévy過程 z(t)について、もし

∫
|z|µ(dz) < +∞ならば

補償つき Lévy過程 z̃(t) = z(t) −
∫ t

0
ds
∫
zµ(dz)は局所マルチンゲールで

ある。

2.1.1 セミマルチンゲールに関する確率積分

セミマルチンゲールXtについての上の分解を使って、有界かつ (局所
的に)可予測過程 h(u)に関する確率 (伊藤)積分を∫ t

s

h(u)dXu =

∫ t

s

h(s)dMu +

∫ t

s

h(s)dAu (2.3)

により定義する。
確率過程 h(u)は、 Ω×R+上の σ-field Pに関し可測であるとき可予測

という。ここでPは、左連続かつ右極限をもつ適合過程から生成される
σ-fieldを表す。
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t �→ At は有界変動過程であるから、右辺第 2項は通常の積分として定
義できる。積分

∫ t

s
h(s)dMu を以下のように定義する。

時間の列を 0 = t0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tnとする。単純過程 h(t)とは

h(t) = h01{0}(t) +

n−1∑
i=0

hi1(ti,ti+1](t),

と表わされるものである。ここで hiは Fti-可測かつ |hi| < +∞ a.s.とな
るものである。Sで単純過程の全体を表す。位相は (t, ω)に関する一様収
束の位相である。
単純過程 h ∈ Sの、 càdlàg軌跡をもつマルチンゲールM に関する確

率積分 I(h)を次で定義する：

I(h) = h(0)M0 +
n∑

i=0

hi(Mti+1
−Mti)

I(h) を hのM に関する確率積分という。
I(h)は次の性質をもつ。

(1) もし Mt = W (t) (Brown運動) ないし Mt = Ñt (補償つき Poisson

過程)ならば、 I(h)(t) はマルチンゲールである。すなわち、

E[I(h)(t)|Fs] = I(h)(s), s ≤ t

(2) I2(h)(t) −
∫ t

0
h2(s)d[M ]s はマルチンゲールである。

(3) E[I2(h)(t)] = E[
∫ t

0
h2(s)d[M ]s]

ここで [M ]はMの2次変分を表す (2次変分については [25]Section II.6

を参照)。性質 (1)については [24] Proposition 2.5.7を見よ。
性質 (1)は後で述べる「可予測表現性」(定理 6)に関連している。つま

り、dMt = φ(t)dW (t)ないしdMt = φ(t)dÑ(t)と表現できれば、I(h)(t) =∫ t

0
h(s)dMs =

∫ t

0
h(s)φ(s)dW (s)ないしI(h)(t) =

∫ t

0
h(s)dÑ(s) =

∫ t

0
h(s)φ(s)dÑ(s)

となり、I(h)はマルチンゲールになる。。
性質 (3)から、写像 h �→ I(h)は、L2(Ω × [0,+∞), P × d[M ]s)におけ

る適合過程から L2(Ω,F , P )への同相写像に拡張されることがわかる。
さらにSはL2(Ω×[0,+∞), P×d[M ]s)において稠密であり、h ∈ L2(Ω×

[0,+∞), P × d[M ]s)、可予測、の元はSの元で近似されることから、Iは
I : L2(Ω× [0,+∞), P × d[M ]s) → Dに拡張される。この Iを確率積分と
いう。
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まとめると、確率積分 I(h), h ∈ L2(Ω × [0,+∞), P × d[M ]s)は次を満
たす。

(1) 定数 α, β および h, g ∈ L2(Ω × [0,+∞), P × d[M ]s)について

I(αh+ βg) = αI(h) + βI(g), a.e.

(2) 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ t3に対し∫ t3

t1

h(t)dMt =

∫ t2

t1

h(t)dMt +

∫ t3

t2

h(t)dMt

(3) t �→ I(h)(t) は適合過程であり、càdàgな軌跡の変形をもつ。
(4) I(h)(0) = 0 a.s.

(5) Mt = W (t) または Mt = Ñtのとき、 t �→ I(h) はマルチンゲール
であり、よって

E[I(h)(t)] = 0, t > 0

(6)

[I(h)]t =

∫ t

0

|h(s)|2d[M ]s, [I(h), I(g)]t =

∫ t

0

h(s)g(s)d[M ]s

以下では、 (Ft)は Lévy過程 z(t)によって生成され、 usual condition

を満たすフィルトレーションとする。
次にランダム測度 Ñ の z変数に関する積分を定義する。

I(ϕ) =

∫
ϕ(z)Ñ ((s, t] × dz), I(ψ) =

∫
ψ(z)Ñ((s, t] × dz),

とおく。ここで

[I(ϕ), I(ψ)]t = (t− s)

∫
ϕ(z)ψ(z)µ(dz)

となる。ここで ϕ と ψ は∫
(|ϕ(z)|2 + |ψ(z)|2)µ(dz) < +∞.

なる可測関数である。
次に、積分 ∫ ∫ t

0

h(s, z)Ñ(dsdz)
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は、単純可予測過程

h(t, z) =
∑

i

ψi(z)1[ti,ti+1)(t),

から始めて、

E[

∫ t

0

∫
|h(s, z)|2dsµ(dz)] < +∞ (2.4)

なる可測な h(t, z)を単純可予測過程で近似することにより定義される。

以下のマルチンゲール表現定理がなりたつ。m = 1とする。

Theorem 6 (Kunita-Watanabe 表現定理 cf. [10], [25] Theorem IV.43)

Mtを (Ω,F , P )に定義された局所 2乗可積分マルチンゲールとする。可
予測な 2乗可積分過程 φ(t), ψ(t, z)があって

Mt = M0 +

∫ t

0

φ(s)dW (s) +

∫ t

0

∫
ψ(t, z)dÑ(dsdz)

がなりたつ。

この性質を可予測表現性という。
証明省略。

2.2 ジャンプのある伊藤過程
z(t) をRm値の Lévy過程で、 Lévy測度 µ(dz) をもち、その特性関数

ψtが

ψt(ξ) = E[ei(ξ,z(t))] = exp(t

∫
(ei(ξ,z) − 1 − i(ξ, z)1{|z|≤1})µ(dz)).

で与えられるものとする。

z(t) = (z1(t), ..., zm(t)) =

∫ t

0

∫
Rm\{0}

z(N(dsdz) − 1{|z|≤1}.µ(dz)ds),

とかく。ここで N(dsdz) は T × Rm \ {0}上の平均測度 ds × µ(dz)の
Poissonランダム測度である。Lévy測度 µ の指数を βとする：

β = inf{α > 0;

∫
|z|≤1

|z|αµ(dz) < +∞}
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以下しばらく ∫
Rm\{0}

|z|2µ(dz) < +∞ (2.5)

を仮定する。
次の形の確率微分方程式 (SDE)を考察する。

Xt = x+

∫ t

0

b(Xs−)ds+

∫ t

0

f(Xs−)dW (s)+

∫ t

0

∫
Rm\{0}

g(Xs−, z)Ñ(dsdz).

(∗)
以下、この形で表される確率過程を伊藤過程という。ここで次を仮定する：

|b(x)| ≤ K(1 + |x|), |f(x)| ≤ K(1 + |x|), |g(x, z)| ≤ K(z)(1 + |x|),

|b(x) − b(y)| ≤ L|x− y|, |f(x) − f(y)| ≤ L|x− y|,

|g(x, z) − g(y, z)| ≤ L(z)|x− y|.

ここでK,Lは正定数、K(z), L(z)は∫
Rm\{0}

{Kp(z) + Lp(z)}µ(dz) < +∞,

を満たす正値関数である。たたし、 p ≥ 2。

Theorem 7 xは p次可積分とする。b(x), f(x), g(x, z) に関する上の仮
定のもとで、 SDE (∗) は一意の解をもち、それは Lpに属す。

証明省略

次に下の SDEを考察する。

xt(x) = x+

∫ t

0

b(xs(x))ds+

c∑
s≤t

γ(xs−(x),∆z(s)), x0(x) = x. (2.6)

ここで
∑cは補償された和である。すなわち、

c∑
s≤t

γ(x,∆z(s)) = lim
ε→0

{
∑

s≤t,|∆z(s)|≥ε

γ(x,∆z(s))−
∫ t

0

ds

∫
|z|≥ε

γ(x, z)µ(dz)},

cf. [9] Chapter II.
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関数 γ(x, z) : Rd × Rm → Rd および b(x) : Rd → Rdは C∞関数であ
り、そのすべての階数の導関数は有界であり、また γ(x, 0) = 0を満たす
とする。
別の記法では

xt(x) = x+

∫ t

0

b′(xs(x))ds+

∫ t

0

∫
|z|≤1

γ(xs−(x), z)Ñ(dsdz) (2.7)

+

∫ t

0

∫
|z|>1

γ(xs−(x), z)N(dsdz)

ここで Ñは補償つきPoissonランダム測度 Ñ(dsdz) = N(dsdz)−dsµ(dz),

b′(x) = b(x) −
∫
|z|≥1

γ(x, z)µ(dz)である。ここで γ(x, z) の 1{|z|≥1}dµ(z)

に関する可積分性は仮定されている。関数 γは以下の形を仮定する：

γ(x, z) =
∂γ

∂z
(x, 0)z + γ̃(x, z) (2.8)

ただし、 γ̃(x, z) = o(|z|) as z → 0。
更に以下を仮定する。
(A.0) ある 0 < β < 2 と正定数 C1, C2があって、ρ→ 0なるとき

C1ρ
2−βI ≤

∫
|z|≤ρ

zzTµ(dz) ≤ C2ρ
2−βI

(A.1) (a) 任意の p ≥ 2 と任意の k ∈ Nd \ {0}に対し∫
|γ(x, z)|pµ(dz) ≤ C(1 + |x|)p, sup

x

∫
|∂

kγ

∂xk
(x, z)|pµ(dz) < +∞

(b) ある δ > 0 があって

inf{y∗(∂γ
∂z

(x, 0))(
∂γ

∂z
(x, 0))∗y; x ∈ Rd} ≥ δ|y|2

on Rm

(A.2) あるC > 0があって

inf
x∈Rd

,z∈supp µ

| det(I +
∂γ

∂x
(x, z))| > C

条件 (A.2)は、 flow φst(x)(ω) : Rd → Rd, xs(x) �→ xt(x)の存在を保
証するものである。
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You must take your chance, And either not attempt to choose at all Or swear
before you choose, if you choose wrong Never to speak to lady afterward In way
of marriage: therefore be advis’d. W. Shakespeare, The merchant of Venice,
Act 2, Scene 1

この章ではWiener-Poisson空間上の integration-by-parts formulaを述
べる。この際 Skorohod積分 δ(Z)の評価が重要になる。

3.1 Poisson空間におけるIntegration-by-parts

公式
Malliavin解析を用いて、jump-diffusion型の SDEの解の汎関数につい

て、推移確率測度の絶対連続性と密度関数の絶対連続性について調べる。
ジャンプ型のMalliavin解析では、確率過程のジャンプ時またはジャンプ
の大きさと方向について摂動をとる。
以下では、 d次元Poisson 汎関数 F について integration-by-parts公式

を示すことを目的とする。すなわち、なめらかな確率変数Gについて、F
とGからきまる Lp-確率変数 H(F,G)がきまり、任意のなめらかな関数
φについて

E[∂φ(F )G] = E[φ(F )H(F,G)] (3.1)

がなりたつ。公式 (3.1) を integration-by-parts 公式という。 この章
では、上の公式がいろいろな “非退化” Poisson 汎関数についてなりたつ
ことを示す。
この公式により、 F の確率法則になめらかな密度関数が存在すること
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を導くことができる。pF (dx)を Fの分布を表す確率法則とする。pF (dx)の
Fourier transform p̂F (v)はE[φv(F )]と書ける。ただし、φv(x) = exp(−i(x, v))
である。ここに上の公式を、φ = φv, G = 1として、k回適用すると

E[∂kφv(F )] = E[∂k−1φv(F )H(F, 1)] = ... = E[φv(F )H(F,H(F, · · · ,H(F, 1)))]

が得られる。任意のv ∈ Rdについて |φv(F )| ≤ 1であるから、H(F,H(F, · · · ,H(F, 1))) ∈
Lpならば、ある正定数Ckが存在して、任意の multi-index kについて

|E[∂kφv(F )]| ≤ Ck, ∀ v (3.2)

となる。
∂kφv = (−i)kvkφvであるから、H(F,H(F, · · · ,H(F, 1))) ∈ Lpならば、

これより、各 kについて

|vk||p̂F (v)| ≤ Ck, ∀ v

よって

(
1

2π
)d

∫
ei(x,v)i|l|vlp̂F (v)dv

は |l| < |k|−dなる各 lについて well definedである。[26] Lemma (38.52)

を見よ。
Fourier変換の理論により、 このことは pF (dx) が密度関数をもち、上

の積分は ∂l
xpF (x)に等しいことが導かれる。

3.2 Poisson空間とPicardの摂動
U = T× (Rm \{0})上の非負整数値測度でω(T×{0}) = 0, ω({u}) ≤ 1

for all u, かつ N̂(A) < +∞なる任意のA ∈ U に対し ω(A) < +∞とな
るもの全体を Ω2と書く。ここで u = (t, z) は集合 U の要素を表す。 U
は U 上の Borel σ-fieldであり、N̂(dtdz) = dtµ(dz)である。

Ω2上の σ-fieldで、 ω(A) ∈ F2, A ∈ U となる最小のものを F2と書く。
(Ω2,F2)上の確率測度で N(dtdz) := ω(dtdz) が Poissonランダム測度に
なるようなものを P2とする。確率空間 (Ω2,F2, P2) を Poisson 空間と
いう。
関数 ϕ(ρ)を ϕ(ρ) =

∫
|z|≤ρ

|z|2µ(dz), ρ > 0とおく。次の order 条件が
なりたつとする：ある c > 0 と α ∈ (0, 2)があって

ϕ(ρ) ≥ cρα as ρ→ 0 (∗)
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ここで Lévy測度 µは Lebesgue測度に関して特異であってもよい。

Remark. order 条件は Picardの摂動を用いる際の Lévy測度への基本
的要請である。 2 − αは特性指数とよばれる。べき αは原点の近傍にお
ける、 µの質量の集中のしかたを記述している。

以下では Poisson 空間 (Ω2,F2, P2)において確率変分 (Malliavin 解析)

をおこなう。空間Ω2の要素を (ω2でなく) ωと書く。
u = (t, z)とし、N̂(du) = N̂(dtdz), Ñ(du) = N(du) − N̂(du)と書く。
可測空間 (U × Ω2, U ⊗ F2)において、測度を

µ+(dudω) = N(ω, du)P (dω) µ−(dudω) = N̂(ω, du)P (dω).

および |µ| = µ+ + µ−とおく。
Poisson空間上に次のように差分作用素 D̃u, u ∈ U を導入する。
u = (t, z) = (t, z1, ..., zm) ∈ U に対し ε−u : Ω2 → Ω2を

ε−uω(E) = ω(E ∩ {u}c)

ε+
u : Ω2 → Ω2 を

ε+
uω(E) = ω(E ∩ {u}c) + 1E(u).

と定義する。ここで ε±uω = ω ◦ ε±u と書く。
ここで

if u1 �= u2 then εθ1
u1

◦ εθ2
u2

= εθ2
u2

◦ εθ1
u1
, θ1, θ2 ∈ {+,−}

および
εθ1

u ◦ εθ2
u = εθ1

u , θ1, θ2 ∈ {+,−}

である。
F2可測な確率変数 F に対し差分作用素 D̃uを

D̃uF = F ◦ ε+
u − F (3.3)

と定義する。操作 ε+
u による P2の像は P2に関して絶対連続ではないの

で、各 uに対しては D̃uは well defined でない。しかし N̂(u)⊗P2-a.s.に
は定義できる。
D̃uは差分作用素であるから、次の性質を満たす：

D̃u(FG) = FD̃uG+GD̃uF + D̃uFD̃uG, a.s.
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D̃ = (D̃u)u∈U の随伴作用素 δ̃は次のように与えられる。
Zuを Zu ∈ L2(U ×Ω2,U ⊗F2, µ

−)かつ ‖Z‖ < +∞ なるものとし、そ
の全体をZ とする。
Z ∈ Zに対し

δ̃(Z) =

∫
U

Zu ◦ ε−u Ñ(du) (3.4)

とおく。このとき次がなりたつ。F2可測な確率変数 F に対し

E[F δ̃(Z)] = E

[∫
U

D̃uFZuN̂(du)

]
(3.5)

(see [20] (1.12))

3.3 Wiener-Poisson空間上のSobolev空間

3.3.1 Wiener空間上のSobolevノルム

K1 = L2(T;Rm)とする。f = (f 1, . . . , fm) ∈ K1に対し

W (f) =

m∑
i=1

∫
T

f i(s)dW i(s).

とおく。P1 を
X = g(W (f1), · · · ,W (fn)),

の形に書ける確率変数X の全体とする。ただし、 g(x1, ..., xn) は有界、
B(Rn)-可測で、(x1, ..., xn)についてなめらかな関数である。ここでn ∈ N。
XのMalliavin-Shigekawa微分は m次元確率過程であり

DtX =

n∑
l=1

∂g

∂xl
(W (f1), ...,W (fn))hl(t) (3.6)

と定義される。作用素 D : L2(Ω1,F1, P1) → L2(Ω1;K1) は、閉かつ非有
界な作用素である。(t1, ..., tj) ∈ Tjに対し Dj

t1,...,tj
= Dt1 · · ·Dtj とおく。

lを非負整数、p ≥ 1とする。X ∈ P1のノルム | · |0,l,pを

|X |0,l,p :=

(
E[|X|p] +

l∑
j=1

E

[(∫
Tj

|Dj
tX|2dt

)p/2
])1/p

(3.7)
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とおく。ただし、 Dj
t = Dj

t1,...,tj
, dt = dt1 · · · dtjである。D0,l,p を | · |0,l,p

によるP1の完備化：
D0,l,p = P̄1

|·|0,l,p.

とする。このとき D0,l,p ⊂ Lp(Ω1,F1, P1) であり、 作用素 Dj, j = 1, ..., l

は D0,l,p 上に拡張される。

3.3.2 Poisson空間上のSobolevノルム

U = T × (Rm \ {0})とし、A(ρ) := {u ∈ U ; γ(u) ≤ ρ},
ϕ(ρ) :=

∫
A(ρ)

γ(u)2 N̂(du) =
∫
{|z|≤ρ} |z|2 µ(dz) とする。ただし γ(u) = |z|

for u = (t, z)である。Lévy測度 µ satisfies an オーダー条件 ：ある 0 <

α < 2 に対し

lim inf
ρ→0

ϕ(ρ)

ρα
> 0 (3.8)

を満たすとする。
複合測度 M̂(du), M̂(du) および M̄(du; du) を次のように定義する。

対角線集合の外 {(u, u) = (u1, ..., uk, u); ui �= u, i = 1, ..., k}では

• M̂(du) :=
1

ϕ(1)
γ(u)21A(1)(u)N̂(du), M̂(du) = M̂(du1) · · · M̂(duk),

M̄(du; du) = M̂(du)M̂(du)

さらに k次元対角集合 {(u, u) = (u1, ..., uk, u); for some i ui = u}上で

• M̄(du; du) =

k∑
i=1

M̂(du(i)) ⊗ M̂(du).δ{ui=u}

とおく。ただし、 u(i) = u \ {ui} を (k − 1)-ベクトルとみなす。
U×Ω2上の差分作用素 D̃u は Sect. 3.2で導入された。作用素 D̃ viewed

as that D̃ : L2(Ω2) → L2(Ω2;K2)は閉作用素である (cf. [20], p.487

Remark)。たたし、 K2 = L2(U, N̂)。
u = (u1, ..., uk) = ((t1, z1), ..., (tk, zk)) = (t, z)とする。|u| = |z| =

max1≤i≤k |zi| and γ(u) = |z1| · · · |zk|と書く。 また ε+
u = ε+

u1
◦ · · · ◦ ε+

uk
　

および D̃u = D̃k
u = D̃u1 · · · D̃uk

と定義する。
作用素 D̃に関する計算規則。

(1) D̃(XY ) = (D̃X)Y +X(D̃Y ) + (D̃X)(D̃Y )
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(2) X ◦ ε+
u = D̃uX +X

(1) より

D̃2(XY ) = D̃(D̃(XY )) = D̃{(D̃X)Y +X(D̃Y ) + (D̃X)(D̃Y )}

= (D̃2X)Y + (D̃X)(D̃Y ) + (D̃2X)D̃Y

+D̃XD̃Y +XD̃2Y + D̃XD̃2Y

+(D̃2X)D̃Y + (D̃X)D̃2Y + (D̃2X)(D̃2Y )

また

D̃(XY Z) = D̃((XY )Z) = D̃(XY )Z +XY D̃Z + D̃(XY )D̃Z

= (D̃X)Y Z +X(D̃Y )Z + (D̃X)(D̃Y )Z +XY D̃Z

+(D̃X)Y (D̃Z) +X(D̃Y )(D̃Z) + (D̃X)(D̃Y )(D̃Z)

(1) を使うことにより

D̃u(XY ) = (XY ) ◦ ε+
u −XY = (X ◦ ε+

u )(Y ◦ ε+
u ) −XY

を確認できる。また、 (2) より

X ◦ ε+
u1

◦ ε+
u2

= (X ◦ ε+
u1

) ◦ ε+
u2

= (D̃u1X +X) ◦ ε+
u2

= D̃u2(D̃u1X +X) + D̃u1X +X

= D̃u2D̃u1X + D̃u2X + D̃u1X +X

次の “連鎖律”がなりたつ。

Lemma 2 F および連続な ϕ で ϕ(F ) ∈ Lp(Ω2), ϕ(F + D̃uF ) ∈ L2(U ×
Ω2)なるものに対し

D̃uϕ(F ) = ϕ(F ◦ ε+
u ) − ϕ(F ) = ϕ(F + D̃uF ) − ϕ(F ). (3.9)

証明は [19] Theorem 12.8を見よ。

この作用素 D̃により、ノルム

|F |k,0,p :=

(
|F |p0,0,p +

k∑
k′=1

E

[ ∫
A(1)k′

∣∣∣∣∣D̃
k′
u F

γ(u)

∣∣∣∣∣
p

M̂(du)

])1/p
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を導入する。ただし、 k = 1, 2, ..., p ≥ 1。
ϕ ∈ C∞

0 (U)に対し

N(ϕ) =

∫
U

ϕ(t, z)N(dtdz), Ñ(ϕ) =

∫
U

ϕ(t, z)Ñ(dtdz)

とおく。P2 を X

X = f(Ñ(ϕ1), · · · , Ñ(ϕn))

と書ける確率変数 X の全体とする。ただし、 f(x1, ..., xn) は、有界、
B(Rn)-可測かつ (x1, ..., xn)に関してなめらかな関数である。

Dk,0,pを空間P2のノルム | · |k,0,pに関する完備化とする：

Dk,0,p = P̄2
|·|k,0,p

このとき Dk,0,p ⊂ Lp(Ω2,F2, P2)であり、 D̃j
u,u = (u1, ..., uj), j = 1, ..., l

はDk,0,p上に拡張される。
D̃uの L2(T × Ω2) における随伴作用素 δ̃ は Sect. 3.2で導入された。
ランダム場 V = Vu で、 V(t,0) = 0となり Ñ = N − N̂ に関して可積分

なもののノルムを k = 0のとき

‖V ‖∼0,0,p = E

[ ∫
A(1)

∣∣∣ Vu

γ(u)

∣∣∣pM̂(du)

]1/p

, (3.10)

k ≥ 1のとき

‖V ‖∼k,0,p =

{
‖V ‖∼p

0,0,p +

k∑
k′=1

E

[ ∫
A(1)k′×A(1)

∣∣∣∣∣ D̃k′
u Vu

γ(u)γ(u)

∣∣∣∣∣
p

M̄(du; du)

]}1/p

(3.11)

により定義する。
χρ = 1A(ρ)とおく。次の不等式が成り立つ：

Theorem 8 ( Theorem 3.2 in [6] ) k を非負整数、 p ≥ 2 を偶数とす
る。正定数 c = c(k, p) があって任意の s ≥ 2 と 0 < ρ < 1 に対し

|δ̃(V χρ)|k,0,p ≤ cϕ(ρ)
1
2
− 1

2s‖V χρ‖∼k+p,0,(k+p)s (3.1)

が任意の V についてなりたつ。
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3.3.3 Wiener-Poisson空間上のSobolevノルム

(Ω,F)を積空間Ω = Ω1×Ω2,F = F1⊗F2とし、ω = (ω1, ω2) ∈ Ωと書
く。積確率測度P = P1⊗P2を (Ω,F)で考える。フィルトレーション F の
P に関する完備化を F̄と書く。部分 σ-fields F1⊗{φ,Ω2}, {φ,Ω1}⊗F2は、
各々F1, F2と同一視される。空間 (Ω,F , P )はWiener-Poisson 空間とよ
ばれる。以下W (t)(ω) = W (t)(ω1) = ω1(t), N(dtdz)(ω) = N(dtdz)(ω2) =

ω2(dtdz)と書くこともある。

K := K1 ⊕ K2とする。K は

(h1, h2) = (f1, f2)K1 + (g1, g2)K2

を内積とするヒルベルト空間になる。ただし、 hi = fi ⊕ gi ∈ K。以下で
は Dt, D̃u を各々 Dt ⊕ id, id⊕ D̃uと同一視する。作用素 ε±u は次のよう
にして Ω 上に拡張される：ε±u (ω1, ω2) = (ω1, ε

±
uω2)

P = P1 ⊕P2とする。空間 P1,P2 を各々 P1 ⊕ 1, 1⊕P2 と同一視する。
p ≥ 2に対し

Dk,l,p = P̄ |·|k,l,p

ただし、

|F |k,l,p :=

(
|F |p0,l,p+

k∑
k′=1

l∑
l′=0

E

[ ∫
A(1)k′

(∫
Tl′

∣∣∣∣∣D
l′
t D̃

k′
u F

γ(u)

∣∣∣∣∣
2

dt

)p/2

M̂(du)

])1/p

作用素 D(t,u) = Dt ⊕ D̃u は連続的に Dk,l,p上に拡張される。

D∞ = ∩∞
k,l=0 ∩p≥2 Dk,l,p

とおく。

さらに、随伴作用素 δ, δ̃ も各々 δ⊗ id, id⊗ δ̃と同一視する。こうして作
用素 δ̄ を

δ̄ = δ ⊕ δ̃.

と定義する。このとき (3.5)などから次がなりたつ：

Proposition 5 Z = Ut⊕Vu ∈ L2(Ω ; K)とし、V(t,0) = 0, Ut ∈ Dom(δ),

Vu ∈ Dom(δ̃)を仮定する。このとき任意の H ∈ D1,1,2に対し

E[Hδ̄(Z)] = E[

∫
DtH Ut dt+

∫
D̃uH Vu N̂(du)]. (3.12)
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次にノルム ‖ ‖k,l,p, ‖ ‖∼k,l,pを導入する。Ut ∈ L2(Ω;K1)に対し

‖U‖k,l,p :=

(
‖U‖p

0,l,p+

k∑
k′=1

l∑
l′=0

E

[ ∫
A(1)k′

(∫
Tl′+1

∣∣∣Dl′
t D̃

k′
u Ut

γ(u)

∣∣∣2dt)p/2

M̂(du)

])1/p

.

(3.13)

Vu ∈ L2(Ω;K2) で V(t,0) = 0なるものに対し、k = 0の場合

‖V ‖∼0,l,p =

l∑
l′=0

E

[ ∫
A(1)

[∫ ∣∣∣∣Dl′
t Vu

γ(u)

∣∣∣∣
2

dt

]p
2

M̂(du)

]1/p

(3.14)

k ≥ 1の場合

‖V ‖∼k,l,p =

{
‖V ‖∼p

0,0,p +

k∑
k′=1

l∑
l′=0

E

[ ∫
A(1)k′×A(1)

⎡
⎣∫

∣∣∣∣∣D
l′
t D̃

k′
u Vu

γ(u)γ(u)

∣∣∣∣∣
2

dt

⎤
⎦

p
2

M̄(du; du)

]}1/p

とおく。Z = Ut ⊕ Vuに対しては

‖Z‖k,l,p := (‖U‖2
k,l,p + ‖V ‖∼k,l,p

2)
1
2

とする。
また空間を n ≥ 0, p ≥ 2に対し

D
∼(1)
k,l,p = {Ut ∈ L2(Ω;K1) ; ‖U‖k,l,p < +∞}

D
∼(2)
k,l,p = {Vu ∈ L2(Ω;K2) ; V(t,0) = 0, ‖V ‖∼k,l,p < +∞}

D∼
k,l,p = D

∼(1)
k,l,p ⊕D

∼(2)
k,l,p

D∼
∞ = ∩∞

k,l=0 ∩p≥2 D∼
k,l,p

と定義する。
次の補題は随伴作用素の評価を与える。

Lemma 3 k, l を非負整数、 p ≥ 2 を偶数とする。

(i) U = {Ut} ∈ D
∼(1)
k.l,p とする。ある正定数 c = c(k, l, p) があって

|δ(U)|k,l,p ≤ c‖U‖k,l+1,p (3.15)

(ii) V = {Vu} ∈ D
∼(2)
k.l,p とする。 ある正定数 c = c(k, l, p) があって、任

意の s ≥ 2 と 0 < ρ < 1 に対し

|δ̃(V χρ)|k,l,p ≤ cϕ(ρ)
1
2
− 1

2s‖V χρ‖∼k+p,l,(k+p)s (3.16)

がなりたつ。
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Incessant is the change of water where the stream glides on calmly: the spray
appears over a cataract, yet vanishes without a moment’s delay. But none of
them has resisted the destructive work of time. Kamo no Chomei (1155–1216),
Hojoki/The Ten Foot Square Hut (Japanese classic)

この章ではWiener-Poisson空間上の確率変数F と超関数T との合成に
ついて述べる。T = ev = ei(·,v)との合成 ev ◦ F の平均の評価から、F の
密度関数の存在が導かれる。

4.1 (ND)条件

4.1.1 S′の元との合成

L. Schwartzによる、Rd上の C∞急減少関数の全体をSと書く。ϕ ∈ S
に対しノルムを

‖ϕ‖2m = (

∫ ∑
i+j≤m

{|(1 − ∆)j(1 + |y|2)iϕ|2}dy) 1
2 (4.1)

for m = 1, 2, ... で定義する。S2m を空間 S のこのノルムによる完備化と
する。S ⊂ S2m, m = 1, 2, ..である。
‖ϕ‖2mの双対ノルム ‖ψ‖−2mを

‖ψ‖−2m = sup
ϕ∈S2m,‖ϕ‖2m=1

|(ϕ, ψ)| (4.2)

で定義する。ただし (ϕ, ψ) =
∫
ϕ(x)ψ̄(x)dx S−2m を空間 S のこのノル

ムによる完備化とする。さらに

S∞ = ∩m≥1S2m, S−∞ = ∪m≥1S−2m
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とおく。
S ′を緩増加超関数の全体 (Sの双対空間)とする。次の表現定理がある。

Proposition 6 ([16] Theorem 2.14) 各 Φ ∈ S ′ に対し k,m ∈ N と
(fα), fα ∈ L2(Rd) で

Φ = (1 + |x|2)k
∑
|α|≤m

Dαfα(x)

と表現されるものが存在する。

これより

Proposition 7

S = S∞, S ′ = S−∞

証明省略

注意渡辺 [28] は Wiener空間の解析において

‖|ϕ|‖2m = |(1 + |x|2 − ∆)mϕ|∞ (4.3)

というノルムを使った。ここでは次のような分解が成り立つ。

S ′ = ∪m≥1C̃
−2m

ただし
C̃−2m = {g ∈ S ′;A−mg ∈ Ĉ, there exists gn ∈ S

such that |A−mgn − A−mg|∞ → 0 (n→ +∞)}

ここで Ĉ は 0に減少する連続関数を表し、A = (1 + |x|2 − ∆)である。
この分解を使って、Wiener-Poisson汎関数の S ′ の元との合成を定義する
こともできる (cf. [29])。

ϕ ∈ Sのフーリエ変換を

ϕ̂(v) = Fϕ(x) = (
1

2π
)d

∫
e−i(v,y)ϕ(y)dy

とおく。 ψ ∈ S ′のフーリエ変換は超関数の元として適切に定義される。。
ここで

FS = S, FS ′ = S ′
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である。
もし確率変数 F の特性関数 φ(v) = E[ei(v,F )] がなめらかかつ遠方で急

減少すれば、それは Sに属し、よって F の密度関数 pF (x) = Fφ(x)が存
在しそれは Sに属す。
以下では

ψG(v) = E[ei(v,F )G] (4.4)

for G ∈ D∞ とかく。またとかく。

Definition 7 ( (ND) 条件)

確率変数 F が (ND) 条件を満たすとは、任意の p ≥ 1, k ≥ 0に対し
β ∈ (α

2
, 1]が存在して

sup
ρ∈(0,1)

sup
v∈Rd

,
|v|=1

sup
τ∈Ak(ρ)

E[

∣∣∣∣∣
(

(v,Σv) + ϕ(ρ)−1

∫
A(ρ)

|(v, D̃uF )|21{|D̃uF |≤ρβ}N̂(du)

)−1

◦ ε+
τ

∣∣∣∣∣
p

] < +∞

(4.5)

を満たすことである。ただし、Σ はマリアバン共分散行列 Σ = (Σi,j),

Σi,j =

∫
T

(DtFi, DtFj)dtを表す。

この定義で
(
(v,Σv) + ϕ(ρ)−1

∫
A(ρ)

· · · N̂(du)
)
の部分は、Wiener-Poisson

空間でのマリアバン行列とみなすこともできる。

Proposition 8 F ∈ D∞ とし、 (ND) 条件を満たすとする。このとき
任意の n ∈ N に対し k, l ∈ N, p ≥ 2 および C = Ck,l,p > 0 が存在して

|E[Gev(F )]| ≤ C(1 + |v|2)− 1
2
nq0|G|k,l,p|F |nk,l,p sup

|v|>1

|QF (v)−1|nk,l,p (4.6)

が任意の |v| ≥ 1について成り立つ。ただし、 Bv = A(|v|−
1
β ),

QF (v) = (v′,
∑

v′) +
1

|v|2ϕ(|v|−
1
β )

∫
Bv

|ei(v,D̃uF ) − 1|2N̂(du),

∑
= (
∫
T
(DtF )i(DtF )jdt)であり、また q0 > 0 である。
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Remark. (i) q0 > 0は次のように選ばれる：偶数 k0 を 1
k0
< 2β

α
− 1と

なるように選ぶ。

q0 = 1 − α

2β
(1 +

1

k0
) > 0 (4.7)

とおく。実際には q0 = 1 − α
2
と選べば、上のような k0, βをとれる。

(ii) (ND) 条件のもとで sup|v|>1 supu∈Bk
v
E[|QF (v)−1 ◦ ε+

u |p.1Ev ] は各
p ≥ 1, k = 0, 1, 2, ...について有限である。これは∫

Bv

|ei(v,D̃uF ) − 1|2N̂(du) ≥ c

∫
Bv

|(v, D̃uF )|21{|D̃uF |≤ 1
|v|}N̂(du)

for |v| > 1 となる 0 < c < 1が存在することによる。ただし、Bv =

A(|v|−
1
β )、Ev = {supu∈A(|v|−1/β) |D̃uF | ≤ |v|−1}。

証明

ZF (v) = ZF
t (v) = −i (v,DtF )

|v|2QF (v)
,

Z̃F (v) = Z̃F
u (v) =

(e−i(v,D̃uF ) − 1).1Bv(u)

|v|2ϕ(|v|−
1
β )QF (v)

とおく。また、ZF (v) = ZF (v) ⊕ Z̃F (v) とおく。
恒等式

ev(F ) = (ZF (v)Dt ⊕ Z̃F (v)D̃u)ev(F )

が成り立つので、

E[Gev(F )] = E[ev(F ){δ(ZF (v)G) + δ̃(Z̃F (v)G)}]

よって

E[ev(F )G] = E[ev(F )δ̄(ZF δ̄(ZF · · · δ̄(ZF δ̄(GZF )) · · ·))]

ただし
δ̄(ZF (v)) = δ(ZF (v)) + δ̃(Z̃F (v))

次が成り立つ：

Lemma 4 (ND) 条件のもとで、任意の k, l ∈ N, p ≥ 2 に対し C > 0

が存在して

|δ(ZF (v)G)|k,l,p ≤
C

|v| |F |k,l+2,3p sup
|v|>1

|QF (v)−1|k,l+1,3p|G|k,l+1,3p
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|δ̃(Z̃F (v)G)|k,l,p ≤
C

|v|ϕ(|v|−
1
β )

− 1
2
(1+ 1

k0
)|F |k′,l,p′ sup

|v|>1

|QF (v)−1|k′,l,p′|G|k′,l,p′

(4.8)

ただし k′ = k + p + 1, p′ = 3(k + p)k0

Proof of Lemma 4.

The first inequality follows from the extended Meyer’s type inequality

(Lemma 3), and from the Hölder’s inequality :

|XY Z|k,l+1,p ≤ c|X |k,l+1,3p|Y |k,l+1,3p|Z|k,l+1,3p.

For the second inequlaity, we use Theorem 8 in Sect. 3.3 as V χρ =

Z̃F (v)G = Z̃F (v)G1{|u|≤|v|−1/β}. Then we have

|δ̃(Z̃F (v)G)|k,l,p ≤ cϕ(|v|−
1
β )

− 1
2
(1+ 1

k0
)‖Z̃F (v)G‖∼k+p,l,(k+p)k0

.

Here we use a Hölder’s inequality

‖Z̃F (v)G‖∼k+p,l,(k+p)k0
≤ C

|v|2ϕ(|v|−
1
β )
‖F̃u(v)‖∼k+p,l,p′|QF (v)−1|k′,l,p′|G|k′,l,p′,

where F̃u(v) = (ei(v,D̃uF ) − 1)1Bv(u).

We use the mean value theorem

D̃u′ψ(G) = (D̃u′G)

∫ 1

0

∂ψ(G + θD̃u′G)dθ

forG = (v, D̃uF ) and ψ(x) = eix−1. Further we parametrize u = |v|−1/βũ

for sufficiently large |v|. As |u| ≤ |v|−1/β with α
2
< β ≤ 1, we have

|v|−1/β ≤ |v|−1, and ∫
Bv(u)

|D̃u′(ei(v,D̃uF ) − 1)|2N̂(du)

=

∫
Bv(u)

||v|( v|v| , D̃u′D̃uF )

∫ 1

0

∂ψ(D̃uF + θD̃u′(v, D̃uF ))dθ|2N̂(du)

≤ |v|2 · |v|−1

∫
|ũ|≤1

|( v|v| , D̃u′D̃uF )|2N̂(dũ).

Hence ‖F̃u(v)‖∼k+p,l,p′ ≤ c|v||F |k+p+1,l,p′. Combining this with the above,

we have the assertion for the second inequality. q.e.d.
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この補題により
|δ̄(GZF )|k,l,p

≤ C
1

|v|(1 + ϕ(|v|−
1
β )

− 1
2
(1+ 1

k0
)
)|F |k′,l′,p′ × |QF (v)−1|k′,l′,p′|G|k′,l′p′

となる。
ここで

1

|v| +
1

|v|ϕ(|v|−
1
β )

− 1
2
(1+ 1

k0
) ≤ C|v|−q0

である。
これらの不等式を組み合わせると、命題 8の主張を得る。q.e.d.

次にノルムを使った評価式を述べる。

Proposition 9 F ∈ D∞ は (ND) 条件を満たすとする。任意の m に対
し k, l, p > 2 および Cm > 0 が存在して

|ϕ ◦ F |′k,l,p ≤ Cm(
∑
β≤m

|(1 + |F |2)β|k,l,p)‖ϕ‖−2m (4.9)

for ϕ ∈ S である。

証明

E[ϕ(F )G] = E[

∫
ei(v,F )ϕ̂(v)dv ·G]

=

∫
ϕ̂(v)E[ei(v,F ) ·G]dv =

∫
ϕ̂(v)ψG(v)dv

がなりたっている。
Step 1 はじめに ψG ∈ S∞をいう。じっさい、

(1 − ∆)βψG(v) = E[G(1 +
d∑

j=1

(Fj)
2)βei(v,F )]

ここで、命題 8より、任意の n に対し k, l, p があって |R.H.S.| は

C|(1 +

d∑
j=1

(Fj)
2)β|k,l,p/2|G|k,l,p/2(1 + |v|2)−nq0/2

≤ C|(1 + |F |2)β|k,l,p|G|k,l,p(1 + |v|2)−nq0/2
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で抑えられる。
したがって

|(1 + |v|2)nq0/2(1 − ∆)βψG(v)| ≤ C|(1 + |F |2)β|k,l,p|G|k,l,p

nを n ≤ 2m/q0について動かすと、 (4.1)より

‖ψG‖2m ≤ Cm|G|k,l,p, m = 1, 2, ..

with some k = km, l = lm, p = pmである。これは ψG ∈ S∞を意味する。
Step 2 (4.9) が成立することをいう。Step 1より

|ϕ ◦ F |′k,l,p = sup
|G|k,l,p=1

|E[ϕ ◦ FG]|

≤ sup
|G|k,l,p=1

|
∫
ψG(v)ϕ̂(v)dv|

≤ sup
|G|k,l,p=1

‖ψG‖2m‖ϕ̂‖−2m

≤ Cm sup
|G|k,l,p=1

|G|k,l,p‖ϕ‖−2m

よって (5.10)が成立する。q.e.d.

上の命題は Φ ∈ S−2m と F ∈ D∞に対し Φ ◦F が D′
∞の元として定義

できることを意味する。∪m≥1S−2m = S ′であるから、 Φ ∈ S ′ とF ∈ D∞
に対し合成 Φ ◦ F を D′

∞の元として定義できる。

Definition 8 F は (ND)条件を満たすとする。超関数 T ∈ S ′に対し合
成 T ◦ F は

〈T ◦ F , G〉 = S′〈FT , E[Gei·F ]〉S , G ∈ D∞.

なるD∞上の線形汎関数として定義される。

命題 8の証明より次が成り立つ。

Proposition 10 F ∈ D∞ は (ND) 条件を満たすとし、 G ∈ D∞とす
る。任意の n ∈ N に対し k, l ∈ N, p > 2 および C > 0 があって

|ψG(v)| ≤ C(1 + |v|2)−
q0
2

n|F |nk,l,p|G|k,l,p (4.10)

がなりたつ。

G = 1ととる。3.1節で述べたように、この命題は F がなめらかな密
度関数 pF (y)をもつことを意味する。
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4.2 密度関数の存在

4.2.1 合成のための十分条件

F を Wiener-Poisson 確率変数とする。特性関数 ψF (v) = E[ei(v,F )]を
計算する。合成 ei(v,F ) = ev ◦ F を定義するため、(ND)条件がなりたつ
ための十分条件を捜す。

条件 (R) F が条件 (R) を満たすとは、任意の正整数 k = 0, 1, 2, ... と
任意の p > 1に対し導関数が

sup
t∈T,u∈A(1)k

E

[
m∑

i=1

sup
|z|≤1

|∂zi
D̃t,zF ◦ ε+

u |p +
m∑

i,j=1

sup
|z|≤1

|∂zi
∂zj
D̃t,zF ◦ ε+

u |p
]
< +∞

を満たすことである。
条件 (D)を満たす SDEの解 F = Xtは条件 (R)を満たす。

条件 (ND) が成り立つための条件を捜す。このため、次の記法を導入
する。

R =

∫
T

DtF (DtF )Tdt = ΣF

K̃ =

∫
T

(∂D̃t,0F )B(∂D̃t,0F )Tdt

K̃ρ =

∫
T

∂D̃t,0FBρ(∂D̃t,0F )Tdt, ρ > 0

ただし、 ∂D̃t,0F = ∂zD̃t,zF |z=0

また
Q(v) = (v′, (R + K̃)v′)

Qρ(v) = (v′, (R + K̃ρ)v
′)

ただし、 v′ = v
|v| , v ∈ Rd, ρ > 0、Bρ = 1

ϕ(ρ)

∫
|z|≤ρ

zzTµ(dz)、B ≤ Bρ

Definition 9 (1) F が条件 (ND2)を満たすとはR + K̃ が可逆で任意
の正整数 k および p > 1について

sup
v∈R,|v|=1,u∈A(1)k

E[(v, (R + K̃) ◦ ε+
uv)

−p] < +∞
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が成り立つことである。
(2) F が条件 (ND3)を満たすとはR+ K̃ が可逆で任意の正整数 k お

よび p > 1についてある ρ0 > 0 があって

sup
0<ρ<ρ0

sup
v∈R,|v|=1,u∈A(1)k

E[|(v, (R + K̃ρ) ◦ ε+
uv)

−p|] < +∞

が成り立つことである。

Lemma 5 F は条件 (R)を満たすとする。
(i) 条件 (ND2) は条件 (ND3)を意味する。
(ii) 条件 (ND3) は条件 (ND)を意味する。

証明省略

Proposition 11 (R) 条件および (ND2)条件を仮定する。
(1) 任意の n に対し C > 0 および k, l, p があって

|E[Gev(F )]| ≤ C(ε)(1 + |v|2)− 1
2
nq0|G|k,l,p|F |nk,l,p sup

|v|>1

|{QF (v)}−1|k,l,p

である。ただし

QF (v) = (v′,ΣFv′) +
1

|v|2ϕ(|v|−
1
β )

∫
Bv

|ei(v,D̃uF ) − 1|2N̂(du)

(2)

sup
|v|>1

|{QF (v)}−1|k,l,p < +∞

が任意の k, l, pについて成り立つ。

証明
補題 5により (ND)条件が成り立つ。主張 (1)の証明の残りの部分は命

題 8のそれと同様である。
次に主張 (2)を示す。∫

Bv

|ei(v,D̃uF ) − 1|2N̂(du) ≥ c

∫
Bv

|(v, D̃uF )|21{|D̃uF |≤ 1
|v|}N̂(du)

for |v| > 1となる 0 < c < 1が存在するので、(ND)条件のもとで、
sup|v|>1 supu∈Bk

v
E[|QF (v)−1 ◦ ε+

u |p] は任意の p ≥ 1, k, l = 0, 1, 2, ...につい
て有限である。よって主張 (2)が成り立つ。q.e.d.
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A friend of Diagoras tried to convince him of the existence of the gods, by
pointing out how many votive pictures tell about people being saved from storms
at sea by dint of vows to the gods, to which Diagoras replied that there are
nowhere any pictures of those who have been shipwrecked and drowned at sea,
Marcus Tullius Cicero (1st century BC), De natura decorum III 89

この章では F = Xt(SDEの解)の場合に、第 3章で得られた密度関数 pt(x, y)
の t → 0の時の評価について述べる。

5.1 密度関数の評価 (Markov chain による近
似)

Sect. 2.2で述べた次の SDEを考察する。

xt(x) = x +
∫ t

0
b(xs(x))ds +

c∑
s≤t

γ(xs−(x),∆z(s)). (5.1)

別の書き方では

xt(x) = x +
∫ t

0
b′(xs(x))ds +

∫ t

0

∫
|z|≤1

γ(xs−(x), z)Ñ (dsdz) (5.2)

+
∫ t

0

∫
|z|>1

γ(xs−(x), z)N(dsdz)

ここで Ñ は補償つき Poisson ランダム測度 Ñ(dsdz) = N(dsdz) − dsµ(dz),
b′(x) = b(x) −

∫
|z|≥1 γ(x, z)µ(dz)である。ここで、

|( ∂

∂x
)kγ̃(x, z)| ≤ Ck|z|α
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であるような γ̃(x, z)に対し

γ(x, z) =
∂γ

∂z
(x, 0)z + γ̃(x, z), k ∈ Nd on {|z| ≤ 1} (5.3)

となっているとする。
この節を通じて xt(x)は Sect. 2.2 の仮定 (A.0) ∼ (A.2)および次の (A.3)

を満たすことを仮定する：
(A.3)
(3-a) 0 < β < 1の場合 c =

∫
|z|≤1 zµ(dz), b = 0 とし、さらに任意の u ∈ Sd−1

に対し ∫
{|z|≤ρ}

〈z, u〉21{〈z,u〉>0}(z)µ(dz) � ρ2−β (5.4)

as ρ → 0
(3-b) β = 1の場合

lim sup
ε→0

|
∫
{ε<|z|≤1}

zµ(dz)| < +∞ (5.5)

この仮定のもので (5.1)は一意な解をもつ。これは、(5.1)が

dxt(x) = dΘt(xt−(x)), x0(x) = 0 (5.6)

の形に書けること、そして SDE (5.6)は一意解をもつこと ([11] Theorem 3.1)に
よる。ここで

Θt(y) = b′(y)t +
∫ t

0
{
∫
|z|≤1

γ(y, z)Ñ (dsdz) +
∫
|z|>1

γ(y, z)N(dsdz)}

である。
さらに、可逆性の仮定 (A.2)より、可逆な確率的フロー φs,t(s < t) : Rd →

Rd で xt(x) = φs,t(xs(x))となるものがとれる。([15] Section 1, [1]; および
(γ(x, z) = X(x)zなる単純な場合については) [25] Theorem V.65 を参照。)

Sect.3.1で述べた摂動を使った Picard [23]の基本的な結果を述べる。

Proposition 12 ([23] Theorem 1])
(A.0) ∼ (A.3)の仮定のもとで、 各 t > 0について xt(x) は C∞

b -密度関数
y �→ pt(x, y)をもつ。

次の結果は命題 12の拡張にあたる。
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Theorem 9 (general upper bound)
密度関数 pt(x, y) はつぎの評価を満たす:

(a) sup
x,y

pt(x, y) ≤ C0t
− d

β as t → 0, for some C0 > 0, (5.7)

pt(x, x) � t
− d

β as t → 0 uniformly in x. (5.8)

(b) 任意の k ∈ Nd に対し Ck > 0 があって

sup
x,y

|p(k)
t (x, y)| ≤ Ckt

− (|k|+d)
β as t → 0 (5.9)

ただし、 p(k) は yに関する k次導関数を表す。

以下でこの定理を精細化する。それによると、主張 (a)における supは対角線
集合 {x = y}上で attainされることがわかる：

pt(x, x) � t
− d

β as t → 0

(xに関して一様)。指数 αの、対称 1次元安定過程の場合、密度関数が

pt(0) ∼ Ct1/α

as t → 0という評価を満たすことはよく知られている。([4] Section 2-4)
定理の証明のため、xt(x)を近似する Markov鎖を構成する。ν(dz) を

ν(dz) =
(|z|2 ∧ 1)µ(dz)∫
(|z|2 ∧ 1)µ(dz)

. (5.10)

により与えられるRd 上の確率測度とする。このとき dν ∼ dµ (µ と ν は互い
に絶対連続)であり、 Radon-Nikodým 微分 dν

dµ は大域的に上に有界となる。

関数列 (An)∞n=0, An : Rd+m×n → Rd を次のように定義する：A0(x) = x,
An+1(x, x1, ...., xn+1) = An(x, x1, ..., xn) + γ(An(x, x1, ..., xn), xn+1) x ∈ Rdを
固定する。 Snを、写像 (x1, ..., xn) �→ An(x, x1, ..., xn)による µ⊗nの像測度の
台とし、S ≡

⋃
n Snとおく。

Definition 10 (accessible points) S の点 (Rd の点とみなして) を accessible
pointsという。S̄ \ S の点を asymptotically accessible pointsという。

直感的には、 accessible pointsは xから z(s)の有限回のジャンプを使って
xt(x)の軌跡に沿って到達できる点である。なお、各 Snは閉集合だが、S は必
ずしも閉でない。

各 x に対し、写像 Hx : supp µ → Px ≡ x + {γ(x, z); z ∈ supp µ} を、
z �→ x + γ(x, z)により定義する。P

(n)
x = {y ∈ Pzn−1 ; z1 ∈ Px, zi ∈ Pzi−1 , i =
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2, ..., n− 1}, n = 1, 2, ... (z0 = x)とおく。このとき P
(1)
x = Pxであり、 P

(n)
x の

点は x から xt(x)の軌跡に沿って n 回のジャンプで到達できる点と解釈できる。
x, y ∈ Rd(y �= x)に対し、α(x, y)を y ∈ P

(l)
x となるような最小の lとし、そのよ

うな lが存在しない場合には α(x, y) = +∞とする：α(x, y) = inf{n; y ∈ ∪k≤nSk}
より具体的につぎのような特異な Lévy測度を考える：µ(dz) =

∑∞
n=0 knδan(dz)

はm次元 Lévy測度で、(an;n ∈ N)は Rdの点列、 (kn;n ∈ N) は数列で次を
満たすものとする：

(i) |an| decreases to 0 as n → +∞,
(ii) kn > 0,
(iii)

∑∞
n=0 kn|an|2 < +∞

さらに次を仮定する：

N = N(t) ≡ max{n; |an| > t1/β} � log(
1
t
). (5.11)

Theorem 10 ([5] Theorem 2 )
µ を上で与えられたものとする。y �= xとする。
(a) y ∈ S、つまり α(x, y) < +∞の場合。

pt(x, y) � tα(x,y)−d/β as t → 0 (5.12)

(b) y ∈ S̄ \ S (α(x, y) = +∞)の場合。
b(x) ≡ 0 とし β′ > β とする。t → 0のとき log pt(x, y) は次の表現をもつ

Γ = Γ(t)により上から押さえられる:

Γ ≡ −min
N∑

n=0

(wn log(
1

tkn
) + log(wn!)) + O(log(

1
t
) log log(

1
t
)) (5.13)

ここで minimum は、 ξn, n = 1, 2, ...による

|y − An1(x, ξ1, ..., ξn1)| ≤ t1/β′
, (5.14)

なる a0, ..., aN の任意の選択についてとる。ただし、wn = # of an は選択にお
ける点 anの重みであり、n1 =

∑N
n=0 wnである。

ここで条件 (5.11) と (5.14)は互いに関係である。つまり、tが小さくなるに
つれて条件 (5.14)はよりきつくなる。一方、条件 (5.11)より、より多くの点 ai

を近似に使えるようになる。
x と an が有理点の場合 (たとえば m = 1, x = 0, an = 2−n)、主張 (b)が

Lebesgue測度に関してほとんどすべての y ∈ S̄(= [0, 1])についてなりたってい
るが、命題 12より各 t > 0に対し y �→ pt(x, y) は S̄ 上なめらかである。
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5.2 定理10の証明
この説では定理 10を証明する。基本的なアイデアは、Lévy測度 µを、それ

と互いに絶対連続であるようなもう一つの確率測度 ν に置き換え、有界変動で
あるような純ジャンプ過程 x̃.でその Lévy測度が ν に比例するものを構成する
ことである。そしてこの x̃.をもとに、x.の軌跡を近似するMarkov chainを構
成する。

定理 10(a)の証明

Lemma 6 (accessible pointsへの下からの評価) (ξn)n∈N を Rd値確率変数の
列 (i.i.d.) で式 (5.10)で与えられる確率法則 ν(dz)したがい、z(s)と独立なもの
とする。Markov chain (Un)n∈N を U0 = x , Un+1 = Un + γ(Un, ξn+1), n ∈ N
により定義する。y ∈ Rdとし、ある n ≥ 1, γ = γn ≥ 0 および c > 0 で任意の
ε ∈ (0, 1]に対し P (|Un − y| ≤ ε) ≥ cεγ となるものが存在するとする。この
とき

pt(x, y) ≥ Ctn+(γ−d)/β as t → 0 (5.15)

ここで右辺は (n, γn)のとり方に依存している。
次に g(x, dz) = d(H∗

xν)(z), z ∈ Px \ {x}とおく。ただし、 H∗
xν = ν ◦H−1

x で
ある。仮定の条件式は次の表現をもつ：

P (|Un − y| ≤ ε) =
∫

Px

· · ·
∫

Pzn−1

1{zn;|zn−y|≤ε}(zn)g(x, dz1)...g(zn−1, dzn)

(5.16)
よって、Lévy測度が特異 (dim supp ν = 0)の場合、もし γ = 0ならば、P (|Un−
y| ≤ ε) ≥ cεγ は点 y がMarkov chainにより到達できること、かつ、(5.16)の
右辺からその確率を計算できることを意味する。
上からの評価を得るためには、Markov chainの摂動が必要になる。
(ϕn)n∈Nをなめらかな関数列Rd → Rdとする。新たなMarkov chain (Vn)n∈N

を、V0 = ϕ0(x), Vn+1 = Vn+(ϕn+1◦γ)(Vn, ξn+1)により構成する。この (ϕn)n∈N
を使って、数列 (Φn)n∈N を

Φn ≡ sup
k≤n,y∈Rd

(|ϕk(y) − y| + |ϕ′
k(y) − I|) (5.17)

と定義する。

Lemma 7 (上からの評価) Choose y �= x. 数列 (γn)n∈N, γn ∈ [0,+∞], と、
単調非減少列 (Kn)n∈N,Kn > 0で次を満たすものがあると仮定する: 任意の n



54 第 5章 マリアバン解析とその応用 (II)

と任意の (ϕk)nk=0 で Φn ≤ Kn を満たすものに対し上で定義された Vn がある
Cn > 0 について

if γn < +∞, then P (|Vn − y| ≤ ε) ≤ Cnεγn for all ε > 0, (5.18)

を満たし、また

if γn = +∞, then P (|Vn − y| ≤ ε) = 0 for ε > 0 small (5.19)

を満たすとする。
このとき次が成り立つ:
(i) もし Γ < +∞ならば pt(x, y) = O(tΓ) as t → 0
(ii) もし Γ = +∞ならば、任意の n ∈ Nに対し pt(x, y) = o(tn) as t → 0
ただし、Γ ≡ minn(n + (γn − d)/β)である。

減少のオーダー Γは (Kn)および (ϕn)の選び方に間接的に依存している。
もしある n ≥ 1で y /∈ P

(n)
x ならば、摂動の大きさ Φn が小さくなるようにϕn

を取ることにより、y /∈ Q
(n)
x となるようにできる。ただし、

Q(n)
x ≡ {zn−1 + (ϕn ◦ γ)(zn−1, z); z ∈ supp ν, zn−1 ∈ Q(n−1)

x }

したがって、Kn > 0 と ε > 0 を小さく取ることにより、γn は +∞となること
がありうる。

µはpoint massをもつので、n ≥ α(x, y)ならば P (|Un−y| ≤ ε) ≥ c, ε ∈ (0, 1]
である。よって補題 6より pt(x, y) ≥ Ctα(x,y)−d/β

上からの評価については、 n < α(x, y)の場合、 Kn を小さくとることによ
り y /∈ Q

(n)
x とできる。したがって

P (|Vn − y| ≤ ε) = 0 for ε > 0 small

であり、 (5.18), (5.19)において γn = +∞となる。一方、n ≥ α(x, y)の場合に
は、(5.18)において γn = 0である (ϕn = id)。
これより Γ = α(x, y) − d/βとなる。よって

pt(x, y) � tα(x,y)−d/β (5.21)

Theorem 10(b)の証明

St,k = ([0, t]k/ ∼)とし、St = �k≥0St,kとおく。ただし、�k≥0 は直和を表し、
∼ は積空間 [0, t]k の元を置換により同一視するという意味である。
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r = r(t) = t1/β とおく。zr(s)を Lévy測度 µ.1{|z|≤r}(z)をもつ Lévy過程と
し、 z̃r(s)を Lévy測度 µ.1{|z|>r}(z)をもつ Lévy過程とする。すなわち zr(s) =∑

u≤s ∆z(u)1{|∆z(u)|≤r}, z̃r(s) =
∑

u≤s ∆z(u)1{|∆z(u)|>r}
z̃r(s)の [0, t] におけるジャンプ時の分布 P̃t,r は∫

{#St=k}
f(St) dP̃t,r(St) (5.22)

=
{(

t

∫
1{|z|>r}(z)µ(dz)

)k
(

1
k!

)
exp
(
−t

∫
1{|z|>r}(z)µ(dz)

)}

× 1
tk

∫ t

0
· · ·
∫ t

0
f(s1, · · · , sk) ds1 · · · dsk

で与えられる。ただし、f は St,k上の関数 ([0, t]k 上の対称関数)である。
St ∈ Stを与えて、xs(r, St, x)を次の SDEの解とする：

xs(r, St, x) = x −
∫ s

0
du

∫
1{|z|>r}(z)γ(xu(r, St, x), z)µr(dz) (5.23)

+
c∑

u≤s

γ
(
xu−(r, St, x),∆zr(u)

)
+

∑
si∈St,si≤s

γ(xsi−(r, St, x), ξr
i )

ただし、(ξr
n)n∈N は次の確率法則にしたがう確率変数 (i.i.d.)である：

µr(dz) =
1{|z|>r}(z).µ(dz)∫
1{|z|>r}(z).µ(dz)

b(x) ≡ 0という仮定により、各 0 < r < 1について xs(r, St, x) はマルチンゲー
ルである。
この (ξr

n)n∈Nを使って新しいMarkov chain(Ur
n)n∈Nを次のように定義する：

U r
0 = x and U r

n+1 = U r
n + γ(U r

n, ξr
n+1), n ∈ N

命題 12により、仮定 (A.0) through (A.3)のもとで、xs(r, St, x)の確率法則
は各 s > 0に対し C∞

b 密度関数 ps(r, St, x, y)をもつ。
実際、0 ≤ s ≤ tとする。St = ∅の場合には、命題 12における測度 µ(dz)とし

て 1{|z|≤r}.µ(dz)をとることができる。したがってxs(r, ∅, x) (= xs(r, St, x)|St=∅)
の確率法則 ps(r, ∅, x, dy)は密度関数をもつ：ps(r, ∅, x, dy) = ps(r, ∅, x, y)dy
次に一般の場合を考える。z̃r(s) と zr(s)は独立であるから、xs(r, St, x)の確

率法則 ps(r, St, x, dy) ≡ P (xs(r, St, x) ∈ dy) は次のように表現される：

ps(r, St, x, dy) =
∫

dz′0

∫
Pz′

0

ps1(r, ∅, x, z′0) gr(z′0, dz1)

×
∫

dz′1

∫
Pz′1

ps2−s1(r, ∅, z1, z
′
1) gr(z′1, dz2)
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· · ·
∫

dz′n1−1

∫
Pz′n1−1

psn1−sn1−1(r, ∅, zn1−1, z
′
n1−1)gr(z′n1−1, dzn1) pt−sn1

(r, ∅, zn1 , dy)

if St ∈ St,n1 ここで gr(x, dz) = P (x + γ(x, ξr
i ) ∈ dz)である。

一方、再び z̃r(s)と zr(s)の独立性から、測度Nの factorization(cf. [9] p. 71)
を使って

ps(x, dy) =
∫
St

ps(r, St, x, dy)dP̃t,r(St)

となる。命題 12により、左辺は dyに関する密度関数 ps(x, y)をもつ。したがっ
て ps(r, St, x, dy)は dP̃t,r-a.s.に dyに関して絶対連続である。これより積分記号
下の微分より

ps(x, y) =
∫
St

(ps(r, St, x, dy)/dy)(y)dP̃t,r(St).

導関数 (ps(r, St, x, dy)/dy)(y)は dP̃t,r⊗dy−a.e.に唯一つきまり、これをps(r, St, x, y)
とかく。(dP̃t,r|St,k

は St,k上の一様分布であるから、 (ps(r, St, x, dy)/dy)(y)は
ds ⊗ dy−a.e.に唯一つきまるといってもよい。) 写像 y �→ ps(x, y) はなめらか
であるから写像 y �→ ps(r, St, x, y)も ds-a.s.にそうであり、よって ps(r, St, x, y)
は ds-a.e.になめらかな密度関数である。

s = tとすると

pt(x, y) =
∫
St

pt(r, St, x, y)P̃t,r(St) =
∞∑

k=0

pt(k, r, x, y) (5.24)

ただし

pt(k, r, x, y) =
∫
St,k

pt(r, St, x, y)dP̃t,r(St)

よって
pt(x, y)dy = EP̃t,r [P (xt(r, St, x) ∈ dy)] (5.25)

= EP̃t,rE(µr)⊗#St [P (xt(r, St, x) ∈ dy|St, ξ
r
1 , ..., ξ

r
#St

)]

となる。
ここで St ∈ Stに対し、 St ∈ St,kの場合 n1 = k と置くと

P (xt(r, St, x) ∈ dy|St)

= E(µr)⊗#St [P (xt(r, St, x) ∈ dy : |y − U r
n1
| ≤ t1/β′ |St, ξ

r
1, ..., ξ

r
n1

)] (5.26)

+E(µr)⊗#St [P (xt(r, St, x) ∈ dy : |y − U r
n1
| > t1/β′ |St, ξ

r
1, ..., ξ

r
n1

)]

はじめに、与えられた y = xt(r, St, x) with St ∈ St,n1 に対し P (|y − U r
n1
| ≤

t1/β′
) ≡ E(µr)⊗n1 [P (|y − U r

n1
| ≤ t1/β′ |ξr

1, ..., ξ
r
n1

)] を評価する。(ξr
i )

n1
i=1 の中で

使った anの個数を表す確率変数をWnとする。
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n1 ∈ Nを与えて (wn)Nn=0, wn ∈ N ∪ {0}を n1 =
∑N

n=0 wnとなるような整
数列とする。Wnは平均 tknの Poisson分布に従うから

P (for all n ≤ N, Wn = wn and |y − U r
n1
| ≤ t1/β′

)

≤ ΠN
n=0

1
wn!

(tkn)wne−tkn

となる。したがって

log P (for all n ≤ N, Wn = wn and |y − U r
n1
| ≤ t1/β′

)

≤ −
N∑

n=0

(wn log(1/(tkn)) + log(wn!) + tkn) (5.27)

= −
N∑

n=0

(wn log(1/(tkn)) + log(wn!)) + O(1)

数列 (wn)Nn=0 で、ある n1 ∈ Nがあって以下の条件 (∗)を満たしながら動く
deterministic chain (Ar

n)nが |y −Ar
n1
| ≤ t1/β′

となっているものの全体を Wと
する: (∗) wn = (# of an’s which appear in ξr

1, ..., ξ
r
n1

) and n1 =
∑N

n=1 wn ただ
し、Ar

nは U r
n1
の定義に現れる ξr

i を対応する anで置き換えたものである。
(5.27) より

log P

(
there exists (wn) ∈ W such that for all n ≤ N,

Wn = wn and |y − U r
n1
| ≤ t1/β′

)
(5.28)

≤ −min
W

N∑
n=0

(wn log(1/(tkn)) + log(wn!)) + O(log |W|)

一方、Wn は平均 tkn の Poisson 確率変数であり、n ≤ N について tkn の和
t
∑N

n=0 kn は有限である。よって E[exp Wn] < +∞であり、P (Wn ≥ N3) ≤
Ce−N3

となる。よって

P (Wn ≥ N3 and |y − U r
n1
| ≤ t1/β′

) ≤ Ce−N3 ≤ Ce−c(log(1/t))3 (5.29)

これは上の主要項の確率にくらべてかなり小さいので、wn ≤ N3 (よって n1 ≤
N4)という制限をしても差し支えない。これより |W| = O((N3)N )であり、

log |W| = O(N log N) = O(log(1/t) log log(1/t))

となる。
xt(r, ∅, x)を (5.23)で与えられる確率過程でSt = ∅としたものとし、pt(r, ∅, x, y)

をその密度関数とする。定理 9 (a)より pt(r, ∅, x, y) ≤ Ct−d/β as t → 0　で
ある。pt(r, St, x, dy)の表現から、これより、与えられた St ∈ St,n1 , ξ

r
1, ..., ξ

r
n1
に
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対し P (xt(r, St, x) ∈ dy|St, ξ
r
1, ..., ξ

r
n1

)/dy = O(t−d/β) as t → 0であることがわ
かる。

zr(u) と (ξr
i ) は独立であるから、(5.24) と Fubiniの定理より

log(EP̃t,r |St,n1 E(µr)⊗n1 [P (xt(r, St, x) ∈ dy : |y − U r
n1
| ≤ t1/β′ |St, ξ

r
1 , ..., ξ

r
n1

)]/dy)
(5.30)

≤ log (t−d/β exp(−min
W

N∑
n=0

(wn log(1/(tkn)) + log(wn!))

+O(log(1/t) log log(1/t))))

≤ −min
W

N∑
n=0

(wn log(1/(tkn)) + log(wn!)) + O(log(1/t) log log(1/t))

となる。
第 2項については、次の補題を用いる。

Lemma 8 y = xt(r, St, x), St ∈ St,n1 と U r
n1

= An1(x, ξr
1 , ..., ξ

r
n1

)を与えたとき
ある k > 0 と C0 > 0 があって任意の p > kに対し

E
P̃t,r |St,n1 E(µr)⊗n1 [P (|y − U r

n1
| > t1/β′ | St, ξ

r
1 , ..., ξ

r
n1

)]

≤ n1C0 exp[−(p − k)(log(1/t))2]

as t → 0 となる。

ξr
1, ..., ξ

r
n1
が与えられるとき、上と同様にE

P̃t,r|St,n1 [P (xt(r, St, x) ∈ dy|St, ξ
r
1 , ..., ξ

r
n1

)/dy] =
O(t−d/β) as t → 0 である。これを {|y − U r

n1
| > t1/β′}上 (µr)⊗n1 に関して積分

する。zr(u) と (ξr
i ) は独立であるから補題 8より

E
P̃t,r|St,n1 E(µr)⊗n1 [P (xt(r, St, x) ∈ dy : |y − U r

n1
| > t1/β′ |St, ξ

r
1, ..., ξ

r
n1

)]/dy

≤ n1C
′
0t

−d/β exp[−(p − k)(log(1/t))2], as t → 0

これより

log(EP̃t,r |St,n1 E(µr)⊗n1 [P (xt(r, St, x) ∈ dy : |y − U r
n1
| > t1/β′ |St, ξ

r
1 , ..., ξ

r
n1

)]/dy)

≤ −(p − k)(log(1/t))2 + max
n1≤N4

log n1 + log C ′
0 + O(log(1/t))

≤ −(p − k)(log(1/t))2 + O(log(1/t))

ここで、(5.29)よりWn ≤ N3なるWnについて捜すことにし、また、maxn1≤N4 log n1 =
log N4 = O(log(1/t))であることを使った。p > k は任意であるから、この項は
(5.30)右辺の誤差項に含まれる。
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結局 E
P̃t,r|St,n1 E(µr)⊗n1 [...]を n1 = 0, ...,N4 について足し合わせると

log(E
P̃t,r |∪

k≤N4St,k E(µr)⊗#St [P (xt(r, St, x) ∈ dy|St, ξ
r
1 , ..., ξ

r
#St

)]/dy)

≤ −min
W

N∑
n=0

(wn log(1/(tkn)) + log(wn!)) (5.31)

+O(log(1/t) log log(1/t)) + O(log(1/t))

(5.25), (5.31)より

log pt(x, y) ≤ −min
W

N∑
n=0

(wn log(1/(tkn)) + log(wn!)) + O(log(1/t) log log(1/t))

(5.32)
deterministic chain An1(x, ξ1, ..., ξn1) と、Markov chain U r

n1
で ξ1, ..., ξn1 が

(5.11)を満たしながら {an;n = 0, ...,N}を使ったものの間には軌跡に差がない
ので、定理の主張を得る。 q.e.d.
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stochastic flows of diffeomorphisms. In: Rao, MM., ed. Real and stochas-
tic analysis. Boston, USA, Birkhauser, 2004, 305–373.



62 第 5章 マリアバン解析とその応用 (II)

[13] Kunita H. Analysis of nondegenerate Wiener-Poisson functionals and its
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