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第1章 基礎概念

1.0.1 確率の基本

　
同じ状態で繰り返し行なうことができて、その結果が偶然に支配され
る実験や観察を試行という。試行の結果起こる事柄を事象という。事象
を，A,B,C, ...などで表す。事象Aに対し，「Aが起こらない」という事
象をAの余事象といい，Acで表す。
また，試行においていくつかの事象のどれが起こることも同程度に期
待できるとき，これらの事象は同等に確からしいという。

例 1 白玉 3個、赤玉 2個の袋から球を 1個取り出す試行を行う。出る球
の組み合わせが事象である。
また、2個の硬貨を同時に投げる試行を行う。2個の硬貨の表裏の組み
合わせが事象である。

古典的な確率の定義（ラプラス）
試行において起こりうる場合の数がN 個あって，それらは同等に確か
らしいとする。起こりうるN 個の場合のうち，ある事象Eが起こる場合
の数が r個あるとき，Eの起こる確率 P (E)を r

N
で定義する。

例 2 1枚の 10円玉を投げる試行において，表が出るという事象を Aと
する。古典的な確率の定義により

P (A) =
1

2

である。

例 3 　１つのさいころを投げる試行において，３または５の目が出ると
いう事象をAとする。古典的な確率の定義により

P (A) =
2

6
=

1

3
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である。

例 4 赤球 4個，白球 2個の入った箱から，2球を同時に取り出し色を見
る試行を行う。
（順列）全体で 6× 5 = 30通りの場合があり，それらは同等に確から

しい。２球とも赤であるという事象を A，赤球と白球１球づつであると
いう事象をBとする。
Aの起こる場合は 4× 3 = 12通り，Bの起こる場合は 2× (4× 2) = 16

通りあるから，P (A) = 12
30

= 2
5
, P (B) = 16

30
= 8

15
。

(組み合わせ)各球は色を除いて互いに区別がつかないとして

P (A) =
4C2

6C2

, P (B) =
4C1 × 2C1

6C2

としてもよい。ただし，ここで nCkは n個から k個とりだす組合わせの
数を表す。

組み合わせの公式は区別するものの種類が 3種類以上に増えても成立
する（同じものを含む順列）。n個のもののうちで，p個が同じ，q個が同
じ，r個が同じであるとき，n個の並べ方の総数は n!

p!q!r!
である。もっと一

般に、n個のものが d種類のグループ（各 p1, p2, ..., pd個）に分かれてい
るとき、それらの並べ方の総数は

n!

p1!p2! · · · pd!

である。[d = n, p1 = p2 = ... = pd = 1ならば n!]

問 1 赤球２個，白球１個の入った箱から次のようにして 2個の球を取り
出すとき，赤球 2個が取り出される確率を次の各々の場合に求めよ。
（１）１個取り出してもとに戻し，さらに１個取り出す。
（２）１個取り出して，もとに戻さずにまた１個取り出す。
（３）同時に２個の球を取り出す。

問 2 (1)A，A，A，B，C の 5 文字を一列に並べる並べ方は何通りあるか。
(2) サイコロを 10回投げる。1の目が 1回、3の目が 4回、6の目が 2

回、残り 3回が他の目が出る確率はいくらか。
(3)サイコロを 4 回投げるとき，すべての目が異なる確率はいくらか。



5

「同じものを繰り返し取ってよいという約束のもとで」できる順列を
重複順列という。（「同じものを繰り返し取ってよいという約束」は、通
常「重複を許して」という言葉で表現される。）異なる n個のものから重
複を許して r個取ってできる順列の総数は nrである。nrを nΠrと書くこ
ともある。
また、n 個の異なるものから重複を許して r 個を選んだときにできる
組み合わせ（重複組み合わせ）の総数は、 nHr = n+r−1Crである。（4章
4.0.6 負の二項分布を参照）

問 3 (1) 1、2、3、4、5、6、7、8、9の 9個の数字から 1つづつ数字を選び 4

桁の整数をつくる。千のくらい、百のくらい、十の くらい、一のくらい
をそれぞれ a, b, c, dとする。a < b < c < dをみたす整数はいくつあるか。
(2) 1、2、3、4、5、6、7、8、9の 9個の数字から重複を許して 4個を選ん
で 4桁の整数をつくる。a ≤ b ≤ c ≤ dをみたす整数はいくつあるか。た
だし、4つの数字の中に使われない数字があってもよい。

問 4 (i) りんご，なし，もも　の 3 つのフルーツから，重複を許して 5

個選ぶ。選び方は何通りあるか求めよ。ただし，一つも選ばれないもの
があってもよいとする。
(ii) 10 コのまんじゅうを 4 人で分けるときの分け方はなん通りか。も
らえない人がいても良いとする。

なお、いくつかのものの中から選ぶ場合に、区別のできないものの場
合でも、番号などを用いて区別できると考えることができる。また、起
こりうる場合が無限個 (N = +∞)ある場合，それらが同等に確からしい
とするとどの場合の確率も 0である (limN→∞(r/N) = 0)。これでは使え
ないので，この定義を採用する場合には起こりうる場合は有限個という
ことを暗黙のうちに仮定しておく。
このように，古典的な確率の定義では，「N 個の場合の確からしさの同
等性」を根拠にして確率を決めている。

A,Bを事象とする。「AまたはBが起こる」という事象をAとBの和
事象といい，A ∪Bとかく。また，「AとBがともに起こる」という事象
をAとBの積事象といい，A∩Bとかく。Aが起こるとき必ずBが起こ
るならば，A ⊂ Bとかく。このとき，AはBの部分事象という。
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ある事柄に該当する事象が存在しないとき，その事象を空事象といい
∅で表す。空事象の余事象を全事象といい，Ωで表す。
このとき，次の性質が成り立つ。
（ア）

P (A) = 1− P (Ac)

（イ）
P (∅) = 0, よって P (Ω) = 1

（ウ）
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

とくに，A ∩B = ∅ならば P (A ∪B) = P (A) + P (B)

この場合をとくに加法定理という。
（エ）A ⊂ Bならば P (A) ≦ P (B)。
（オ）P (A) = 1− P (Ac)。

なお、ドモルガンの法則より (A ∩B)c = Ac ∪Bcであるから、

P (Ac ∪Bc) = 1− P (A ∩B)

である。

問 5 A,Bを事象とする。A = (B∩A)∪ (Bc∩A)，(B∩A)∩ (Bc∩A) = ∅
であることに注意して，下の問いに答えよ。
（１）P (A) = 0.3, P (B∩A) = 0.2であるとき，P (Bc∩A)をもとめよ。
（２）P (A) = 0.3, P (B ∩ A) = 0.2, P (Ac ∩ B) = 0.4であるとき，

P (A ∪B)をもとめよ。

問 6 (1) P (A) ≥ 1
3
, P (B) ≥ 1

4
, P (A ∪ B) ≦ 1

2
のとき，P (A ∩ B) ≥ 1

12
を

示せ。
(2) A,B,Cが一般の事象のとき

P (A ∩B ∩ C) ≥ 1− P (Ac)− P (Bc)− P (Cc)

をしめせ。(数式で示すこと。)

2つの事象A,Bに対し、A ∩B = ∅がなりたつとき，AとBは排反で
あるという。また 3つの事象A,B,Cが排反とは、A∩B ∩C = ∅、かつ、
どの２つをとっても排反となることである。このとき

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)

である。
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例 5 ２つのさいころを同時に投げる試行において
A =「２つの目の数の和が５である」
という事象と
B =「2つの目の数がともに偶数である」
という事象は排反である。

確率の性質 (オ)より、ある事象の確率がわかる（計算できる）という
ことは、その余事象の確率がわかる（計算できる）ということと同じで
ある。これから「確率が計算できる」事象の族を考えることができる。
標本空間Ωは一般の抽象集合とする。標本空間Ωの部分集合の族F で
次の性質を満たすものを完全加法族または σ-加法族という。そして、F
の各元を事象と呼ぶ。
•Ω ∈ F (Ω は事象である。これを全事象という).

•A ∈ F ⇒ Ac ∈ F (F は補集合をとる操作に関して閉じている)

•An ∈ F(n = 1, 2, ...) ⇒ ∪∞n=1An ∈ F (F は可算和をとる操作に関し
て閉じている).

σとは「可算的な」という意味である。可算演算に関しても、つぎの
ド・モルガンの法則が成立する。

(∪∞
n=1An)

c = ∩∞
n=1A

c
n, (∩∞

n=1An)
c = ∪∞

n=1A
c
n

なお、可算無限個の事象列 {An} にたいして、その上極限事象、下極限
事象をそれぞれ、

lim sup
n→∞

An = ∩∞
m=1 ∪∞

n=m An,　 lim inf
n→∞

An = ∪∞
m=1 ∩∞

n=m An

によって定義する。これらはまた事象である。上極限事象は {An}のうち
無限個が起こるという事象を表し、下極限事象は、{An}のうちある番号
から先のすべてが起こるという事象を表す。

同じ条件のもとで同じ試行を何回か行い、各回の試行が独立であると
き、このような試行を反復試行という。
1個のさいころを n回続けて投げて、1の目がちょうど r回出る確率は

nCrp
r(1− p)n−r

である。ただし、p = 1/6。
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例 6 n人のグループのうちでちょうど r人が誕生日を特定の日（例えば
12月 31日）にもつ確率は，反復事象の確率により

pr = nCr(
1

365
)r(

364

365
)n−r

である。ただし，1年を 365日とした。

例 7 相撲で 10番勝負（10組出場）があるとし、j番目の取り組み (j =

1, ..., 10)で東方が勝つ (西方が負ける)ことを ωj = oとかき、東方が負け
る (西方が勝つ)ことを ωj = ×とかく。
このとき (ω1, ..., ω10)の出方には (×,×, ...,×)から (o, o, ..., o)まですべ

ての出方がある。相撲中継を見ていると、場合によって、勝敗の出方が
(o, o, o, o, o,×,×,×,×,×)と並ぶ時もあれば (o,×, o,×, o,×, o,×, o,×)と
並ぶ時もあるが、これらはいずれも上で述べたすべての出方の一つである。
じっさい、#{ωj = o} = 5,#{ωj = ×} = 5となる確率は（東方、西方

の力士の実力が同等であり各回の取り組みが独立におこなわれたととす
ると）

10C5
1

210

であり、210個の中の現れ方の中で#{ωj = o} = 5,#{ωj = ×} = 5なる
ものに着目する理由は（先験的には）見当たらない。増して、不思議な
力により、o,×が交互に並ぶ方が o,×が 5個ずつ並ぶ方より出やすい、と
信じる理由はない。（そう言う人がたまにいる。）

1.0.2 確率の基本2

　では，「同等に確からしい」とは何か。つまり，扱っている対象の何と
何を同一視し，何と何を区別すればよいか。そして，いかにして「どれ
が起こることも同程度に期待できる」と考えうるのか。

問 7 次の確率計算は実験にあうか。
（１）明日の天気は，雨が降るか（A），降らないか（Ac）のどちらか
である。よって，P (A) = 1/2。
（２）水野は矢島を好きか（A），好きでないか（Ac）のどちらかであ
る。よって，P (A) = 1/2。

じつは，それは先験的には知りえない。「同等に確からしい」事象は，
実験に合うように設定するものなのである。
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例 8 N 個の箱に r個の玉を入れる問題

＜仮定 I＞　 1つの玉がどの箱に入るかは同等に確からしく、各々1/N

である。
次のように書いても同じ：
＜仮定 I’＞　いろいろな玉の入れ方は全部でN r通りあるから、これら
の書く場合を同等に確からしいと仮定して、各々1/N rとする。
これは重複順列 NΠr = N r個の場合をすべて同等とみなす立場。
この仮定は，箱を空間の小領域、玉を気体の分子と見たときに，「マッ
クスウエル-ボルツマンの統計」とよばれる。しかし、この統計（確率の
決め方）では実験にあわなかった（黒体輻射の実験を説明できない）。
＜仮定 II＞　玉は区別がつかない。
区別がつくのは、どの箱に何個づつ玉が入っているか、という様相の
みである。したがって、重複組み合わせ（異なるN 種類のものから重複
を許して r個とる組み合わせ）NHr = N+r−1Cr個の場合をすべて同等と
みなす立場。言い換えると、
＜仮定 II’＞　玉の盛り分け方は全部で NHr通りあり、それらをすべて
同等とする。

問 8 　例えば、N = 3, r = 2ならば、3H2 = 6。これら 6通りをすべて
書き出せ。

この仮定は，「ボーズ-アインシュタインの統計」とよばれる（光子 (ボー
ズ粒子）を取り扱うときに用いられる）。この場合実験に当う。
さらに、次の仮定を考える。
＜仮定 III＞　 1つの箱に玉は 1つしか入らない
とする。この場合には重複を許さない組み合わせ NCr通りの場合があ
る。言い換えると、
＜仮定 III’＞　玉の盛り分け方は全部で NCr通りあり、それらをすべ
て同等とする。
この仮定は、電子や陽子（フェルミ粒子）を取り扱うときに用いられ，

「フェルミ-ディラクの統計」とよばれる（この場合実験に当てはまる）。
（物理では＜仮定 III＞は，「パウリの排他原理」（異なる粒子は同時に同一
状態を取ることはない）に対応する。）

問 9 　N = 4, r = 3とする。仮定 I− IIIのもとで同等に確からしい場
合を、各々すべて書き出せ。
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上の仮定 II, IIIを現実離れしたものと思ってはいけない。
ある種の色盲の人は赤と緑の区別がつかない。青，赤，緑の 3種類の

ランプ（発光ダイオード）を暗闇で等頻度で発光させるとする。この色
盲の人には，赤のランプと緑のランプは区別がつかず，事象A =「青が
発光する」，事象B =「赤（=緑）が発光する」，の 2つの事象に対して，
P (A ∪B) = 1, P (A) = 1/3, P (B) = 2/3と感じるであろう。
また，モンシロチョウは紫外線が見えるが，ヒトには紫外線が見えな

い。紫外線の発光によってある事象Aの発生が伝えられたとき，モンシ
ロチョウには P (A) > 0だとしても，ヒトには P (A) = 0でなければ正し
い確率と思われない（ヒトの目から見た実験に合わない）。
このように，何をもって「同等に確からしい」とするかは先見的には

決まらない。確率は，光や熱のように物理量として実在するものではな
く，我々の脳の中で「実験に合うように」設定されるものなのである。

問　題

1 ２つのさいころを同時に投げる試行を T とし，出た目の数の和をX

とする。試行 T を 10回反復して行ったとき，X = 7となるのが９回であ
る確率をもとめよ。
2 Aさん, Bさん, Cさんの３人がじゃんけんをして勝者を１人選ぶ。３

人あいこならばじゃんけんを繰り返し，２人勝ちならば勝った２人で決
戦をするものとする。次の確率をもとめよ。
（１）Aさんが１回目で優勝する確率
（２）Aさんが２回目で優勝する確率
（３）Aさんが３回目で優勝する確率
（４）３回目が終わっても勝者が決まらない確率
3 nを 2以上の整数とする。中の見えない袋に 2n個の玉が入っていて，

そのうち 3個が赤で残りが白とする。Aさんと Bさんが，Aさんから始
めて交互に 1個ずつ玉を取り出し，先に赤の玉を取り出したほうが勝ち
とする。ただし，取り出した玉は袋に戻さないとする。Bさんが勝つ確
率をもとめよ。
4 「幸福な家庭はみな同じように似ているが，不幸な家庭は不幸なさ

まもそれぞれ違うものだ」（「アンナ・カレーニナ」トルストイ）という
命題について，確率論の観点から解説せよ。
5 nを 4以上の整数とし、1，2, ..., nの数字がそれぞれ 1つづつ書かれた

n枚のカードが箱に入っている。この箱から 4枚のカードを同時に取り出
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し、それらを無作為に横 1列に並べる。このときカードの数字が小さい
順に並んでいる確率を求めよ。
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第2章 条件つき確率

2.0.3 条件つき確率

第１節で述べたように，確率 P は次の２つの性質を満たす。

(1) P (∅) = 0, P (Ω) = 1, 0 ≤ P (A) ≤ 1

(2) A ∩B = ∅ならば，

P (A ∪B) = P (A) + P (B)

近代的な（大学以上での）確率の定義では，上の２つを満たす P を確率
とよぶ。この場合，試行の結果起こりうる各々の場合は等確率と仮定し
なくてもよいし 1 ，確率の値は有理数でなくてもよい。有理数でない確
率の例は 3章末で示す。（3章末の [発展]を参照。）
なお、無限個の事象を扱う場合には、次の 2つの条件を確率の定義と
する：
σ-加法族F の各元A に対して、ある実数 P (A) で 0 ≤ P (A) ≤ 1 をみ
たすものが定まってつぎの性質を満たすとき、P (A) を事象A の確率と
いう。

(1) P (Ω) = 1(全事象の確率は 1).

(2)An ∈ F , An∩Am = ∅(n ̸= m)⇒ P (∪∞
n=1An) =

∞∑
n=1

P (An)（確率の完全加法性の公理).

A,Bを事象とする。Aを前提としてBの起こる確率のことを、条件A

のもとでのBの条件つき確率といい、PA(B)または P (B|A)で表す。

1実際，花びらを使った恋占いでは，試行の結果には「愛してる」と「愛してない」
の 2つの場合があり，花びらの数の奇数・偶数に「愛してる」と「愛してない」を対応
させている。偶数と奇数は交互に並んでいるから，これはこれら２つの事象がほぼ同等
に確からしいことを（暗黙のうちに）仮定していることになる。この仮定を常に用いる
のは非現実的であろう。
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条件つき確率の数学的定義
（１）P (A) > 0の場合

P (B|A) = P (A ∩B)

P (A)

である。
（２）P (A) = 0の場合

P (B|A) = 0

である 2 。

例 9 A =「ある夜月にカサがかかる」, B =「その翌日雨が降る」，とす
る。ただし，ここでカサとは月の周囲にできる光の輪のことである (暈　
（ハロ）)。
このとき，
P (A ∩B) =夜月にカサがかかり，かつ，翌日雨が降る確率
であるから，
P (A ∩ B) = （夜月にカサがかかる確率）× （前夜月にカサがかかっ

たとき、翌日雨が降る確率）
= P (A).P (B|A)。

よって，P (A) > 0のとき，P (B|A) = P (A∩B)
P (A)

である。

これより導かれる

P (A ∩B) = P (A).P (B|A)

を、確率の乗法定理という。
なお、3つの事象A,B,Cについて，上の定義でAの代りにB ∩Cをと

り，Bの代りにAをとれば，

P (A ∩B ∩ C) = P (A|B ∩ C)P (B|C)P (C)

であることがわかる。

例題 1 ある町には 2つの宝くじ売り場があり，当たりくじの出る確率は
各々0.3, 0.1である。ある日，花子はこのうちどちらか一方の売り場を選

2 0の代わりに [0, 1]内の他の値を採用する場合もある。
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んでそこで宝くじを買ったところ，はずれであった。それを聞いた太郎
は，他方の売り場に宝くじを買いに行った。
花子がはずれたとき，太郎が宝くじに当たる条件つき確率を求めよ。ま
た，花子がはずれたとき，太郎が花子と同一の売り場に宝くじを買いに
行った場合，太郎が宝くじに当たる条件つき確率を求めよ。

解 1 花子がはずれるという事象をA，太郎が当たるという事象をBとす
る。P (A∩B) = P (A)P (B|A)であり，P (A) = (1/2)×0.7+(1/2)×0.9 =

0.8。はじめの場合，P (A∩B) = (1/2)×0.7×0.1+(1/2)×0.9×0.3 = 0.17。
よって，P (B|A) = 0.17

0.8
= 17

80
。後の場合，P (A∩B) = (1/2)× 0.7× 0.3+

(1/2)× 0.9× 0.1 = 0.15。よって，P (B|A) = 0.15
0.8

= 15
80
。つまり，前者の

ほうが太郎にとって有利な戦略である。
なお，花子の当たりはずれの情報がはいらない場合には，太郎が宝く
じに当たる確率は上の 2つの値の中間値 16

80
= 1

5
(15
80

< 16
80

= 1
5
< 17

80
)にな

る。なぜならば、

P (A ∩B) =
1

2
× 0.17 +

1

2
× 0.15 =

1

2
× 0.32.

よって、

P (B|A) = 1

0.8
× 1

2
× 0.32 =

16

80
=

1

5
=

1

2
× 0.3 +

1

2
× 0.1 = P (B).

このように、一般にはA(先に起こった事象)はB(後に起こった事象)に
影響する。これを因果律という。

「因果は巡る糸車、巡り巡って風車」　 (新八犬伝) 3

例題 2 旅館「道後館」には３つの部屋があり，中に各々女性２人，男性
２人，男女各１人が入っている。１つの部屋をノックしたところ，女性
の声で「誰か来たわよ。あなた出てちょうだい」と聞こえた。男性が出
てくる確率はいくらか。

解 2 男性２人の部屋をA，女性２人の部屋をB，男女各１人の部屋をC

とする。さらに，3人の女性をそれぞれO1, O2, O3で表す。女性が返事を
するという事象を F とし，Cの部屋の女性が返事をするという事象をG

3日本放送協会が放送した連続人形劇『新八犬伝』（1973（昭和 48）年 4 月～、
全 464 話）の中で、出演の坂本九の口上は「因果は巡る糸車、巡り巡って風車」。
www.nhk.or.jp/archives-blog/2008/08/shinhakkenden1.html
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とする。以下では，例えば，O1がBの部屋にいる状態を (B,O1)とかく。
このとき

F = {(B,O1), (B,O2), (C,O3)}

G = {(C,O3)}

どの部屋をノックし，部屋の中の２人のうちどちらが返事をするかは
同等に確からしいから，P (F ) = 1/2，P (G) = 1/6。これより求める条件
つき確率 P (G|F )は

P (G|F ) =
P (F ∩G)

P (F )
=

P (G)

P (F )
=

1/6

1/2
=

1

3

となる。

なお、「（あることが）起こらなかった」も事象である。

原因の確率（ベイズ (Bayes’)の定理）
(簡単な場合)

例題 3 ある病気に感染しているかどうかを判定する検査がある。100人
に 1人が、この病気に感染している。感染者はこの検査によって 99%の
確率で陽性だと判定できる。また、感染していない人が陽性だと判定さ
れてしまう確率が 2%ある。ある人がこの検査を受けて陽性だと判断され
たとき、この人がこの病気に感染している確率を求めよ。

解 3 事象Aが「検査結果が陽性である」であり、事象B が「感染して
いる」とする。

P (A ∩B) = P (B)P (A|B) =
1

100
×

99

100
=

99

10000

よって

P (A) = P (A ∩B) + P (A ∩Bc) =
99

10000
+

99

100
×

2

100
=

297

10000

これより

P (B|A) = P (A ∩B)

P (A)
=

99
10000
297

10000

=
99

297
=

1

3

(つまり P (Bc|A) = 2
3
であった。)このような確率を「感度」という。9

章参照。
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このような検査をふるい分け検査という。10000人の検査をすると仮定
する。この中で 100人は病気にかかっており、9900人は病気にかかって
いない。病気にかかっている 100人のうち陽性と出る人は

104 × P (B|A)P (A) = 104 × 1

3
.
297

10000
= 99

人であり、陰性と出る人は

104×P (B|Ac)P (Ac) = 104×P (B ∩ Ac)

P (Ac)
P (Ac) = 104×P (B)P (Ac|B) = 104× 1

100
.
1

100
= 1

人である。一方、病気にかかっていない 9900人のうち陽性と出る人は

104 × P (Bc ∩ A) = 104 × P (Bc|A)P (A) = 104 × 2

3
.
297

10000
= 198

人であり、陰性と出る人は 9702人である。
このように 10000人の被験者の内で病気にかかっていそうな人は 99 +

198 = 297に絞られたことになる。ふるい分け検査の目的は被験者の数を
膨大な数からより少ない数にふるいにかけて減らすことである。

問 10 １枚の硬貨を３回投げ，表が出た回数をXとする。次にさいころ
をX回投げる。そうして，１または２の目が出た回数を Y とする。ただ
し，X = 0の場合には，Y = 0ときめる。Y = 0という条件のもとで，
X = 2である条件つき確率をもとめよ。

問 11 ある病気Bの患者３００人のうち２００人は喫煙者である。また
全人口のうち喫煙者の割合は３０％である。喫煙者は非喫煙者に比べて
どのくらい病気Bにかかりやすいか。

(一般の場合)

互いに素かつ網羅的 (i.e. B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bn = Ω)な事象B1, ..., Bnが
起こった時にAという事象が起こる確率を考える。P (Bj)と P (A|Bj)が
わかっているとする。このときに、条件つき確率P (Bj|A)を計算したい。

P (A ∩Bj) = P (A|Bj)P (Bj) = P (Bj|A)P (A)

だから

P (Bj|A) =
P (A|Bj)P (Bj)

P (A)
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となる。Bjは互いに素であるから P (A) = P (A∩B1) + · · ·P (A∩Bn) =

P (A|B1)P (B1) + · · ·+ P (A|Bn)P (Bn)であるから

P (Bj|A) =
P (A|Bj)P (Bj)

P (A|B1)P (B1) + · · ·+ P (A|Bn)P (Bn)

と書ける。これをベイズの公式という。

問 nに関する帰納法により、これを証明せよ。

2.0.4 事象の独立の定義

2つの事象A,Bが

P (A ∩B) = P (A)P (B)

を満たすとき、AとBは独立であるという。
つまり，AとBは独立であるとは，P (A) > 0のとき

P (B|A) = P (B)

が成り立つことである。
２つの事象は独立でないとき従属という。

問 事象 Aが自分自身と独立になるとき P (A) = 0 or 1であることを
示せ。

例題 4 10本のうち 3本が当たるくじがある。A, B, Cの３人がこの順に
このくじを引くとき，それぞれの人が当たる確率をもとめよ。また，「A

が当たる」という事象と「Bが当たる」という事象は独立か。

解 4 当たる確率は３人とも 3
10
である。なぜならば，Aについては明ら

か。Bの当たる確率は

3

10
× 2

9
+

7

10
× 3

9
=

27

90
=

3

10

同様に考えて，Cの当たる確率は

{3× 2× 1 + 3× 7× 2 + 7× 3× 2 + 7× 6× 3} × 1

10× 9× 8
=

216

720
=

3

10
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また

P (「Aが当たる」∩「Bが当たる」) =
3

10
× 2

9
=

1

15

P (「Aが当たる」)× P (「Bが当たる」) =
3

10
× 3

10
=

9

100

であるから，２つの事象は独立でない。

事象の独立性は事象間の意味的なつながりによって定義されるのでは
なく，確率 P によって定義されることに注意せよ。複雑な事象を考える
場合，事象間の意味的なつながりにより独立性を判断するのは困難な場
合が多い（下の例題参照）。「関係がないから独立」ではない。

例題 5 ある家族が n人の子を持つ場合，子供には男女それぞれの場合が
ある。例えば，n = 2ならば，子供の可能性には {(男,女), (女,男), (男,男
), (女,女)}の 4通りあり，それらは同等に確からしいと考えられる。nを
固定し，Aを「n人の子供は男女両児からなる」という事象，Bを「n人
の子供はたかだか一人の女児しか含まない」という事象とする。AとB

は独立か。

解 5 （１）n = 2の場合。起こりうる場合は上の4つであるから，P (A) =
2
4
= 1

2
, P (B) = 3

4
, P (A ∩B) = 2

4
= 1

2
。よって，AとBは独立でない。

（２）n = 3の場合。起こりうる場合は

{(男,女,男), (男,女,女), (女,男,男), (女,男,女), (男,男,男),

(男,男,女), (女,女,男), (女,女,女)}

の 8通り。したがって，P (A) = 6
8
= 3

4
, P (B) = 4

8
= 1

2
, P (A ∩ B) = 3

8
。

よって，AとBは独立である。

問 12 （独立性を直感で判断してはいけない。）
区別のできる 2つのさいころを同時に投げる試行を行う。
はじめのさいころの目が４であると言う事象をA、
2つめのさいころの目が２であると言う事象をB、
2つのさいころの目の和が３であると言う事象をC、
2つのさいころの目の和が９であると言う事象をD、
2つのさいころの目の和が７であると言う事象をEとおく。
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（１）AとBは独立か。
（２）AとCは独立か。
（３）AとDは独立か。
（４）AとEは独立か。

3つ以上の事象の独立性

(a)３つの事象A,B,Cが独立とは、どの２つの事象も独立であり、かつ、

P (A′ ∩B′ ∩ C ′) = P (A′)P (B′)P (C ′)

となるときを言う。ただし、A′ = A or Ac, B′ = B or Bc。

(b) n個の事象A1, ..., Anが独立であるとは、これらの任意のk個 (k ≤ n)

Aj1 , ..., Ajk に対して

P (Aj1 ∩ Aj2 ∩ ... ∩ Ajk) = P (Aj1)P (Aj2) · · ·P (Ajk) (∗)

が成り立つことである。

例 n個の事象の独立性では、上の (∗)の k = nのときのみの成立では不
十分である。たとえば、Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A1 = {1, 2, 3, 4}, A2 = A3 =

{4, 5, 6}とすると、

P (A1 ∩ A2 ∩ A3) = P ({4}) = 1

6
,

P (A1)P (A2)P (A3) =
4

6
· 3
6
· 3
6
=

1

6

となるので、P (A1 ∩ A2 ∩ A3) = P (A1)P (A2)P (A3)は成り立つ。
一方、P (A1 ∩ A2) = P (A1 ∩ A3) = P ({4}) = 1

6
̸= P (A1)P (A2) =

P (A1)P (A3) = 4
6
· 3
6
= 2

6
= 1

3
, P (A2 ∩ A3) = 3

6
= 1

2
̸= P (A2)P (A3) =

3
6
· 3
6
= 1

4
となって、A1, A2, A3のどの 2つも独立にならない。

問　題
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１ある事件で，本当のことを言う確率が 80％である証人X1, X2, X3が
いる。いま３人とも「Yが犯人だ」と証言した。本当にYが犯人である
確率はいくらか。ただし，Yは上の３人とは別人である。

２鳥インフルエンザ検査の正確さが 98%だとする。つまり、鳥インフ
ルエンザにかかっている鶏がこの検査を受けた場合に陽性と出る確率が
98%であり、鳥インフルエンザにかかっていない鶏がこの検査を受けた場
合 98%の確率で陰性と出る。さらに、実際に鳥インフルエンザにかかっ
ている鶏の割合は 0.5%だとする。
ある鶏がこの検査を受けたところ、結果は陽性であった。この鶏が鳥
インフルエンザにかかっている確率はいくらか。

３ある製品を製造する工場A, Bがあり，A工場の製品には 5％，B工
場の製品には 3％の不良品が含まれている。A工場の製品と B工場の製
品を 2：3の比で混ぜた中から１個を取り出すとき
（１）それが不良品である確率を求めよ。
（２）不良品であったとき，それがA工場の製品である確率を求めよ。

４各問が 3つの選択肢からなる小問が 10問ある。この選択肢のうち 1

つが正解で他の 2つは不正解である。受験者は理解している問いには正
しい選択肢を選び，理解していないものについてはでたらめに（すなわ
ち各選択肢を等確率で）選んで解答する。
ある受験者がちょうど 7問正解したとき，「この受験者はどの問にもでた
らめに回答した」という判断が正しい確率を次のようにしてもとめよう。
（１）Aを「受験者がちょうど 7問正解した」という事象とし，Bi, i =

0, ..., 10を「この受験者がちょうど i問正解を知っていた」という事象とす
る。P (A|Bi)をもとめよ。ただし，P (A|B8) = P (A|B9) = P (A|B10) = 0

とする。
（２）P (B0) = · · · = P (B7)という仮定のもとで，問題の確率を

P (B0|A) =
P (B0 ∩ A)

P (A)
=

P (B0).P (A|B0)∑7
i=0 P (Bi).P (A|Bi)

により計算せよ。

５ E君は一目ぼれの彼女に熱烈なメイルを出したが、ついに返事は来
なかった。ただし出した先は私信のメールもチェックするので悪名高い女
子寮で、検閲に引っかかって彼女のもとに渡らない確率が 0.3, 彼女がそ
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れを見ても一笑に付してメイルを削除する確率が 0.5, 見て好意を抱いて
くれても羞恥心から返事を書かない確率が 0.7である。
1週間たっても返事はこなかった。E君にはどれくらいの確率で望みが

残されているか。
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第3章 平均と分散

3.0.5 確率分布

試行の結果によってその値が定まる変数を確率変数という。確率変数
X のとる値が x1, x2, ...であるとき、X = xiとなる確率 P (X = xi)を pi
と表わす。確率変数と確率の組を確率分布という。
確率変数Xがとびとびの値のみをとるとき、Xは離散確率変数とよび、
その分布を離散確率分布という。
確率変数X が特定の値を正の確率でとることがないとき，すなわち，

Xの値が区間全体に亘り、すべての x ∈ Rについて P (X = x) = 0とな
るとき、Xは連続確率変数とよび、その分布を連続確率分布という。

期待値、分散の定義
(1) 離散分布の場合
確率変数Xのとる値が {x1, x2, ..., xn}であるとき、

m =
n∑

i=1

xiP (X = xi),

v =
n∑

i=1

(xi −m)2P (X = xi)

を、各々X の分布の平均、分散という。誤解が生じないときには，たん
に X の平均，分散という。mを E[X]、v を V (X)と書くこともある。
また，平均のことを期待値ともいう。X のとる値 xiとその確率 piの組
((xi, pi); i = 1, ..., n)を確率分布という。
これを表にすると次のようになる：

X x1 x2 · · · xn 計　
P p1 p2 · · · pn 1

（2）連続分布の場合
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この場合、ρ(x) ≥ 0,
∫∞
−∞ ρ(x)dx = 1を満たす関数 ρ(x)が存在して 1，

P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

ρ(x)dx

と表される。 ρ(x)を (確率)密度関数という。

ρ(x) =
dP

dx
(−∞ < X ≤ x)

と書いてもよい。

m =

∫ ∞

−∞
xρ(x)dx,

v =

∫ ∞

−∞
(x−m)2ρ(x)dx

を，各々Xの (分布の)平均，分散という。mをE[X]，vを V (X)と書く
こともある。また，平均のことを期待値ともいう。密度関数 ρ(x)とXの
とる値の範囲 (たとえば (a, b))の組 (ρ(x); x ∈ (a, b))を確率分布という。
なお，離散分布と連続分布が組み合わさった分布を混合分布という。

平均はXのとる値の代表値である。また，分散はXの値の平均からの
ずれの期待値であり，X の分布のばらつきを表す。なお，離散分布，連
続分布いずれの場合でも，

σ(X) =
√

V (X)

を，Xの（分布の）標準偏差という。また

F (x) = P (X ≤ x), x ∈ R

をXの分布関数という。

期待値の意味
期待値は公平な賭けを行う場合にその公平さの基準となる値である。あ

る賭けで、もし賭けが当たりならば 10000円もらえ、はずれならば 0円
もらえるとする。この賭けの参加料を a円とすると、a = E[X]（得点の
期待値）のときこの賭けは双方（参加側、受け側）にとって公平である。

1実数全体で定義された関数 f(x)に対して
∫∞
−∞ f(x)dxは f(x)の広義積分を表す。
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このとき、a < E[X]ならば参加側にとって（平均的に）有利であり、
a > E[X]ならば参加側にとって（平均的に）不利である。同じことは双
方が商売（売り方、買い方）をするときにも成り立つ。つまり、a = E[X]

（円）で売買が成立する。
実際の例として、次のような賭けを考える。
参加料 100 円を支払えば、6 面サイコロ 1 個を 1 回投げることができ
る。サイコロの目に応じて、次の金額を貰える。1 : 20 円, 2 : 50 円, 3 :

100 円, 4 : 100 円, 5 : 150 円, 6 : 150 円
このとき、もらえる金額の期待値を求めると、

E = 20× 1

6
+ 50× 1

6
+ 100× 1

6
+ 100× 1

6
+ 150× 1

6
+ 150× 1

6
= 95

(円)である。
得られる金額の期待値 95 円が参加費 100 円を下回ることから、この
賭けは参加者が得をする可能性もあるものの平均的には損をするという
ことが分かる。特に回数を増やすほど、試行ごとに 5 円の損をした状態
に限りなく近づく。
更に実際の例として、ジャンボ宝くじの例をとると、参加費（一口の
値段）300円であり、得られる金額の期待値は約 140円である。（客が平
均的には大損することが分かっていても商売としては成立する。いやな
ら買わなければよい。）

離散分布の場合

例題 6 さいころを２回投げて，出る目の数の和をX とする。X の分布
の分散 V (X)を求めよ。

解 6 Xのとりうる値は，2, 3, ..., 12である。起こりうる 36通りのうち，
Xの値が，nになる場合は
n− 1通り，（n = 2, 3, ..., 6のとき）
13− n通り，（n = 7, ..., 12のとき）
あるから (次頁表参照)，

E[X] =
6∑

n=2

n
n− 1

36
+

12∑
n=7

n
13− n

36
=

252

36
= 7
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よって，

V (X) =
6∑

n=2

(n− 7)2
n− 1

36
+

12∑
n=7

(n− 7)2
13− n

36
=

35

6

例題 7 ２つの特製さいころがあり，1つ目のさいころの各面には 1, 3, 4,

5, 6, 8という目が書かれており，2つ目のさいころの各面には 1, 2, 2, 3,

3, 4という目が書かれている。この２つの特製さいころを同時に投げて
出る目の数の和をY とする。Y の分布の分散V (Y )を求めよ。ただし，こ
れら特製さいころの各面の出方は同等に確からしいとする。

表 3.1: 例題６
X/Y 1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6 7

2 3 4 5 6 7 8

3 4 5 6 7 8 9

4 5 6 7 8 9 10

5 6 7 8 9 10 11

6 7 8 9 10 11 12

表 3.2: 例題 7
X/Y 1 3 4 5 6 8

1 2 4 5 6 7 9

2 3 5 6 7 8 10

2 3 5 6 7 8 10

3 4 6 7 8 9 11

3 4 6 7 8 9 11

4 5 7 8 9 10 12

解 7 Y のとりうる値は，2, 3, ..., 12である。起こりうる 36通りのうち，
Y の値が nになる場合は，
n− 1通り，（n = 2, 3, ..., 6のとき）
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13− n通り，（n = 7, ..., 12のとき）
ある。したがって，Y の分布はXの分布と同じであり，

E[Y ] =
252

36
= 7,

V (Y ) =
35

6

問 13 例題６，例題７における起こりうる場合を，各々すべて書き出せ。

次の例のように、期待値は人の行動の適否を決める手がかりをあたえる。

例題 8 さいころを１回または２回投げ，最後に出た目の数を得点とする
ゲームを考える。１回投げて出た目を見た上で，２回目を投げるか否か
を決めるのであるが，どのように決めるのが有利であるか。
また，３回投げることも許されるとしたら，２回目，３回目を投げる
か否かの決定はどのようにするのが有利か。
ただし、新たにさいころを投げると直近の得点は無効になる。

解 8 有利であるかどうかは得点の期待値を計算して比較することにより
判断する。
まず，最大２回まで投げることができる場合。２回目に出る目の数の
期待値は 7

2
= 3.5であるから，１回目に出た目の数が３以下ならば２回目

を投げるほうが有利であり，そうでなければ２回目を投げないほうが有
利である。
次に，最大３回まで投げることができる場合。最大２回投げて，２回
目まで投げるルールを上のようにして行動すると，その場合の得点の期
待値は

3

6
× 3.5 +

1

6
(4 + 5 + 6) = 4.25

である。よって，もし１回目の目の数が４以下ならば，２回目以降を続
行するほうが有利である。もし１回目の目の数が５以上ならば，２回目
を投げないほうが有利である。
１回目の目の数が４以下の場合，２回目、３回目をどうするかは上の
場合と同様に考えて，もし２回目の目の数が３以下なら３回目を投げ，そ
うでなければ３回目を投げないほうが有利である。
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問 さいころを投げて出た目の数だけ得点がもらえるゲームがある。た
だし、出た目が気に入らなければ 1回だけ投げなおすことができる。こ
のゲームでもらえる得点の期待値が最大になるように振舞ったとき、そ
の期待値を求めよ。

生保（生命保険）への応用

例 10 x歳で加入，n年契約，死亡保険金C円の生命保険（掛け捨て）を
考え、その価格（保険料）を求める。被保険者の余命をXで表す。
契約時点から 100年後ではX は定数である。はじめからX の値がわ

かっていたら誰も保険に入らない。
年利率を iで表す。つまり，A円を 1年間預けると (1 + i)A円になる。

A円を j年間預けると (1 + i)jA円になる。v = 1
1+i
を現価率という。j年

後のA′円の現在（契約時）価値は vjA′円である。
この契約についての保険会社側の支払い金額の現在価値を Z とする。

Z = Cvj, (j − 1 ≤ X < j), j = 1, ..., nである。この保険の保険料をB

円とすると，B = (Zの期待値)であるから

B = E[Z] = C

n∑
j=1

vjP (j − 1 ≤ X < j)

となる。したがって，Xの分布がわかればBを求めることができる。
なお、B = (Zの期待値)なることを収支相等の原則という。これが生

命保険商品の値決めの基本である。

連続分布の場合

Ωを定義域とし、R を値域とする関数X(ω) が任意の実数 a, b にたい
して

X−1((a, b])が可測（=測れる）

を満たすとき（どんな a < bに対しても, 事象 {a < X ≤ b} が測れると
き）、X を確率変数という。上の左辺の集合は関数X による (a, b] ⊂ R

の逆像を表し、それはまた {X ∈ (a, b]} など略記される。
離散確率空間の場合には、確率変数はΩ の上の任意の関数であると定

義すればよかったが、事象の集合 F が Ωの部分集合全体に必ずしも等
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しくない場合には、その定義に上のような制限を設ける必要があるので
ある。
標本空間 (Xの像空間) がR に等しいとき、部分集合族としてはR の
部分集合の全体を考えるのではなく、ボレル集合と呼ばれる特別な部分
集合の全体（これをボレル集合族といい B で表す）を採用するのが標準
的である。B はつぎの条件で特徴づけられる。
(1) [a, b) のタイプの区間はボレル集合である。すなわち [a, b) ⊂ B.
(2) B は補集合と可算和をとる操作に関して閉じている。
(3) B は上の (1),(2) の性質をもつ集合族のうち最小のものである。
Rの部分集合でボレル集合でないものが存在することが知られている。
しかし、常識的に考えられるほとんどの集合はボレル集合である。たと
えば、あらゆるタイプの１次元区間はボレル集合であり、１点からなる
集合やその加算和である有理数の集合、その補集合である無理数の集合
などはみなボレル集合である。
確率変数の分布や結合分布という概念を導入することができる。X を
確率変数とすると、任意のボレル集合 B に対してそのX の逆像の確率
P (X−1(B)) が定義可能となる。それを µ(B) とおく。µ は (R,B) 上の確
率である。これを確率変数X の確率分布といい、µX で表す。
任意の x ∈ Rに対して

FX(x) = P ({X(ω) ≤ x})

を、確率変数Xの分布関数という。FX(x)は xに関して単調増加な関数
になる。
FX(x)が、ある非負積分可能関数 φ(x)を用いて

FX(x) =

∫ x

−∞
φ(t)dt

と表現されるとき、φ(x)を確率密度関数という。

例 11 確率変数Xのとる値 xの範囲が 0 ≤ x ≤ 2で，その密度関数 ρ(x)

が

ρ(x) =
1

2
(0 ≤ x ≤ 2)

で与えられるとき，

P (0 ≤ X ≤ 2) = 1, P (0 ≤ X ≤ 3

2
) =

∫ 3/2

0

1

2
dx =

3

4



30 第 3章 平均と分散

E[X] =

∫ 2

0

x
1

2
dx = 1, V (X) =

∫ 2

0

(x− 1)2
1

2
dx = 1/3

問 14 確率変数Xのとる値 xの範囲が 1 ≤ x ≤ 3で，その密度関数 ρ(x)

が

ρ(x) = −3

4
x2 + 3x− 9

4
(1 ≤ x ≤ 3)

で与えられるとき，Xの平均と分散をもとめよ。

問 15 確率密度関数 ρ(x)がつぎで与えられる確率分布にしたがう確率変
数の期待値（平均），分散，標準偏差をもとめよ。
（１）ρ(x) = 1

β−α
(α ≤ x ≤ β)

（２）ρ(x) = 3
4
(1− x2) (−1 ≤ x ≤ 1)

平均と分散の性質

X,Y を確率変数とする。X, Y の分布が離散であっても連続であっても
次の性質が成り立つ。

E[X + Y ] = E[X] + E[Y ]

E[cX] = cE[X], c は定数

これらより，定数a, bに対して，E[aX+bY ] = aE[X]+bE[Y ], E[aX+b] =

aE[X] + bであることがわかる。また

V (aX + b) = a2V (X), a, b は定数

がなりたつ。

証明（離散の場合）
簡単のためX = x1, x2, Y = y1, y2, y3のときのみ考える。
このとき

E[X+Y ] = (x1+y1)r11+(x1+y2)r12+(x1+y3)r13+(x2+y1)r21+(x2+y2)r22+(x2+y3)r23

= x1(r11+r12+r13)+x2(r21+r22+r23)+y1(r11+r21)+y2(r12+r22)+y3(r13+r23)
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X/Y y1 y2 y3 計

x1 r11 r12 r13 p1
x2 r21 r22 r23 p2

計 q1 q2 q3 1

= x1p1 + x2p2 + y1q1 + y2q2 + y3q3 = E[X] + E[Y ]

となる。証明終

問 　同じ設定で V (aX + b) = a2V (X), a, b は定数を示せ。

X,Y を離散分布をもつ確率変数とする。Xのとる任意の値 aと Y のと
る任意の値 bについて

P (X = a, Y = b) = P (X = a)P (Y = b)

が成り立つとき，Xと Y は（互いに）独立であるという。
X,Y を連続分布をもつ確率変数とする。Xのとる任意の値 a1 < b1と

Y のとる任意の値 a2 < b2について

P (a1 < X < b1, a2 < Y < b2) = P (a1 < X < b1)P (a2 < Y < b2)

が成り立つとき，Xと Y は（互いに）独立であるという。
Xと Y が（互いに）独立であるとき次の性質が成り立つ。

E[XY ] = E[X]E[Y ]

V (X + Y ) = V (X) + V (Y )

証明（離散の場合；前ページと同じ設定とする）

X/Y y1 y2 y3 計

x1 p1q1 p1q2 p1q3 p1
x2 p2q1 p2q2 p2q3 p2

計 q1 q2 q3 1

このとき

E[XY ] = (x1y1)p1q1+(x1y2)p1q2+(x1y3)p1q3+(x2y1)p2q1+(x2y2)p2q2+(x2y3)p2q3
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= x1p1(y1q1 + y2q2 + y3q3) + x2p2(y1q1 + y2q2 + y3q3)

= (x1p1 + x2p2)(y1q1 + y2q2 + y3q3) = E[X]E[Y ]

となる。証明終

問同じ設定で V (X + Y ) = V (X) + V (Y )を示せ。

例 12 例題７において，１つ目のさいころの目の数を Y1，２つ目のさい
ころの目の数を Y2とすると，Y1と Y2は独立であり，Y = Y1+Y2。また，

E[Y1] = (1 + 3 + 4 + 5 + 6 + 8)/6 =
27

6
=

9

2
,

V (Y1) = ((1−9/2)2+(3−9/2)2+(4−9/2)2+(5−9/2)2+(6−9/2)2+(8−9/2)2)×1

6
=

59

12

E[Y2] = (1 + 2 + 2 + 3 + 3 + 4)/6 =
15

6
=

5

2
,

V (Y2) = ((1−5/2)2+(2−5/2)2+(2−5/2)2+(3−5/2)2+(3−5/2)2+(4−5/2)2)×1

6
=

11

12

であるから，

E[Y1] + E[Y2] = 7 = E[Y ], V (Y1) + V (Y2) = 35/6 = V (Y )

が成り立っている。
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確率の公理的構成

近代的な確率の定義（コルモゴロフ）
事象の集合の上で定義され，実数値をとる関数P (A)で次の２つの条件

を満たすものを確率という。

(1)任意の事象Aについて 0 ≤ P (A) ≤ 1 かつ P (∅) = 0, P (Ω) = 1

(2) A ∩B = ∅ならば，

P (A ∪B) = P (A) + P (B)

近代的な確率は事象の “面積”のようなものである。各事象は無限集合
でもよいし，事象の確率は等確率とは限らず，（有理数でも無理数でも）
[0, 1]中の様々な値を取り得る。
上の（１），（２）から次の性質を導くことができる。
（ア）

P (A) = 1− P (Ac)

（イ）
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

（ウ）A ⊂ Bならば，P (A) ≤ P (B)，かつ，P (B \A) = P (B)−P (A)。

（エ）A,B,Cのどの２つをとっても共通部分が空事象ならば

P (A ∪B ∪ C) = P (A) + P (B) + P (C)

A1, A2, ..., Anのどの２つをとっても共通部分が空事象ならば

P (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) = P (A1) + P (A2) + ...+ P (An)

（オ）全事象Ωがいくつかの部分事象A1, ..., Anの互いに重なり合わな
い和事象となっているとき

P (B) = P (B ∩ A1) + ...+ P (B ∩ An)

問 16 次をしめせ。
（１）A1, ..., Anを事象とするとき

P (∪n
i=1Ai) ≤

n∑
i=1

P (Ai)
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（２）A,B,Cを事象とするとき

P (A ∩B ∩ C) ≥ 1− P (Ac)− P (Bc)− P (Cc)

さらに，独立性の定義と P (A ∩Bc) = P (A)− P (A ∩B)を使うと，次
の４つの性質は同値であることがわかる。
（１）AとBは独立である
（２）AとBcは独立である
（３）AcとBは独立である
（４）AcとBcは独立である

問 17 上の４つが同値であることを証明せよ。

問　題

1 原点Oを出発して，数直線上を動く点Pがある。さいころを投げて，
５か６の目が出れば Pは＋ 1だけ移動し, それ以外の目が出れば Pは－
1だけ移動する。この試行を 10回繰り返した後の，点 Pの座標をX と
する。
（１）Xの期待値（平均）と分散を計算せよ。
（２）X2の期待値（平均）を計算せよ。
2 10枚のカードがあり、その各々に 0，2，6のいずれかの数を記入す
る。これら 10枚のカードから１枚を選び，そのカードに記された数をX

とするとき，その平均が 3で分散が 6以下になるようにしたい。数 0，2，
6の記されたカードの枚数をそれぞれいくらにすればよいか。
3 Xは連続分布に従う確率変数で，その密度関数が

ρ(x) = C
1

(1 + |x− 1|)5

で与えられるとする。ただし，Cは正定数である。
（１）定数Cを計算せよ。
（２）Xの期待値と分散を計算せよ。
（３）|X| ≤ 1となる確率を計算せよ。
4 集団の中から無作為に 13人を選ぶとき，日曜日生まれの人の数をX，
土曜日生まれの人の数を Y とする。ただし，どの曜日に生まれる確率も
1
7
とする。
（１）X = k, Y = mとなる確率 P (X = k, Y = m)を k,mの式として
表せ。ただし，k ≥ 0,m ≥ 0, k +m ≤ 13とする。
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（２）P (X = k), P (Y = m)をもとめよ。X,Y は独立か。
5 Xは離散型または連続型確率分布にしたがう確率変数とし，Xの平

均E[X]，分散 V (X)ともに有限とする。次をしめせ。

V (X) = E[X2]− (E[X])2

6 さいころを 2回投げ、1回目の目をX, 2回目の目を Y とする。U =

X + Y, V = X − Y とおく。U と V は独立か。

総　合　問　題

問題 1 nを２以上の整数とする。１つのさいころを n回続けて投げ，
同じ目が初めて２回続けて出るまで投げた回数をX とする。ただし，n

回までに続けて同じ目が出なかったときには，X = n + 1とする。X の
期待値（平均）を求めよ。
問題 2 1枚の硬貨を投げて，表が出ればAさんに 1点を与え，裏が出

れば Bさんに 1点を与える。硬貨を n回投げるとき，Aさんの総得点を
X，Bさんの総得点を Y とする。２人とも持ち点 0から始めるとして
（１）Xの確率分布と期待値を求めよ。
（２）X − Y の確率分布と期待値を求めよ。
（３）n回投げてX = iであったとき，1回目に表が出ていた条件つき
確率を，i = 1, 2, ..., nについてもとめよ。
問題 3 １枚の硬貨を６回投げ，各回ごとに表が出たら次の規則にした

がって点を与え，裏が出たらその回は０点として，６回の合計点をXと
する。
１回目 · · · ３点
２,３回目 · · · ２点
４,５,６回目 · · · １点
（１）Xの期待値（平均）と分散を求めよ。
（２）P (X = k)を k = 2, 3, 7, 8について求めよ。
問題 4 3つの箱A，B，Cがあり，箱Aには 4個の赤球と 2個の白球が

入っている。箱 Bには１から８までの数字を 1つづつ書いた札が計 8枚
入れてあり，箱Cには４から 11までの数字を１つづつ書いた札が計 8枚
入れてある。
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まず箱Aから球を 1個取り出して，もしそれが赤球ならば箱Bから札
を 1枚取り出し，もしそれが白球ならば箱 Cから札を 1枚取り出す。こ
のようにして取り出される札の数をXとする。
（１）3 ≤ X ≤ 5となる確率をもとめよ。
（２）Xの期待値（平均）と分散をもとめよ。
問題 5 つぼAには数字 2, 4, 6, 8がひとつずつ書かれた札が計４枚，つ
ぼBには数字 1, 3, 5, 7がひとつずつ書かれた札が計４枚入っている。ま
ず，つぼAから無作為に 1枚取り出しその札に書かれた数をXとする。
もしX = 8ならば，つぼBから無作為に 1枚取り出しその札に書かれ
た数を Y とする。
もしX ̸= 8ならば，つぼAの残りの 3枚から無作為に 1枚取り出しそ
の札に書かれた数を Y とする。
Z = X + Y とする。
（１） E[X]および V (X)をもとめよ。
（２）E[Y ]および V (Y )をもとめよ。
（３）Xと Y は独立か。
（４）E[Z]および V (Z)をもとめよ。
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第4章 いろいろな分布

離散分布，連続分布各々について，代表的な分布の性質を調べる。

4.0.6 離散分布

　
結果が 2種類の実現の可能性しかなく (それらを成功および失敗と呼ぶ
ことが多い)，それらの起こる確率 pと q (p＋ q＝ 1)がどの回も同じであ
る独立試行をベルヌーイ試行という。X1, X2, ..., Xnを n個の確率変数と
し，それらは同一の確率分布にしたがうとする。

(1) 一様分布 X のとる値は {1, 2, ..., n}であり，P (X = k) = 1
n
, k =

1, ..., nであるとき，Xは（離散型の）一様分布にしたがうという。
このとき

E[X] =
n∑

k=1

k
1

n
=

n+ 1

2

E[X2] =
n∑

k=1

k2 1

n
=

(n+ 1)(2n+ 1)

6

よって
V (X) = E[X2]− (E[X])2

= 2(n+1)(2n+1)/12−3(n+1)2/12 = (1/12)(4n2−3n2+6n−6n+2−3) = n2 − 1

12

である。
(2) 二項分布 Xのとる値は {0, 1, 2, ..., n}であり，

P (X = k) = nCkp
k(1− p)n−k, k = 0, 1, ..., n

であるとき，Xは二項分布にしたがうという。ただし，0 ≤ p ≤ 1である。
このとき

E[X] = np, V (X) = np(1− p)
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である。
証明
以下で q = 1− pとおく。

E[X] =
n∑

k=0

knCkp
kqn−k =

n∑
k=1

knCkp
kqn−k

ここで，knCk = nn−1Ck−1であるから (左辺= k n!
k!(n−k)!

= n (n−1)!
(k−1)!(n−k)!

=

右辺)，

E[X] =
n∑

k=1

nn−1Ck−1p
kqn−k = n

n−1∑
l=0

n−1Cl p
l+1qn−l−1

= np

n−1∑
l=0

n−1Cl p
lq(n−1)−l = np(p+ q)n−1 = np

（ここで l = k − 1）
同様に計算すると

E[X(X − 1)] = n(n− 1)p2

であることがわかるので，

V (X) = E[X2]− (E[X])2 = E[X(X − 1)] + E[X]− (E[X])2

= n(n− 1)p2 + np− (np)2 = np(1− p) = npq

であることがわかる。

例題 9 １枚の硬貨を 5回投げるとき，表の出る回数から裏の出る回数を
引いた数Xの期待値および分散をもとめよ。

解 9 表の出る回数を Y とすると，Y は二項分布に従うから

E[Y ] = 5× 1

2
=

5

2
, V (Y ) = 5× 1

2
× 1

2
=

5

4

X = Y − (5− Y ) = 2Y − 5であるから

E[X] = 2E[Y ]− 5 = 2× 5

2
− 5 = 0

V (X) = 4V (Y ) = 22 × 5

4
= 5

である。
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問 18 ○，×で答える６つの問題が与えられている。この解答をするの
に考えないででたらめに○，×をつけるとき，そのうちの正解数を Xと
する。Xの期待値，分散および標準偏差をもとめよ。

問 19 日本人の血液型は，10人に３人の割合でO型である。5人の日本
人を任意に選んだとき，そのうちのO型の人数をXとする。Xの期待値，
標準偏差をもとめよ。

(3) 幾何分布 １枚の硬貨を投げつづけ，初めて表の出るまでの投げ
る回数の確率分布を考える。
Xのとる値は {1, 2, ...}であり，P (X = k) = p(1− p)k−1, k = 1, ...であ
るとき，Xはパラメータ pの幾何分布にしたがうという。ただし，p > 0

である。上の例では p = 1
2
の場合に当たる。実際，事象X = kはA ∩ B

に等しい。ここで

A =はじめの (k − 1)回裏が出る

B = k回目に表が出る

である。A,Bは独立であり、よってP (X = k) = P (A∩B) = (1− p)k−1p

となる。
このとき

E[X] =
1

p
, V (X) =

1− p

p2

である。
証明 q = 1− pとおく。

E[X] =
∞∑
k=1

kP (X = k) = p

∞∑
k=0

kqk−1

∑∞
k=0 q

k = 1
1−q
であるから，

∑∞
k=0 kq

k−1 = 1
(1−q)2

(両辺を qで微分する)。
したがって

E[X] = p
1

p2
=

1

p

一方

E[X(X − 1)] =
∞∑
k=1

k(k − 1)pqk−1
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k=1 kq

k−1 = 1
(1−q)2

の両辺を微分して

∞∑
k=2

k(k − 1)qk−2 =
2

(1− q)3

よって，E[X(X − 1)] = pq 2
(1−q)3

= 2 q
p2
。これより

V (X) = E[X(X − 1)] + E[X]− (E[X])2 = 2
q

p2
+

1

p
− 1

p2

=
2q + p− 1

p2
=

1− 2p+ p

p2
=

1− p

p2

となる。
(4)負の二項分布独立なベルヌーイ試行を行ったときに、r 回の「成功」

をする前に失敗した試行回数の分布を負の 2項分布という。その分布は

P (X = k) = k+r−1Ckp
k(1− p)r, k = 0, 1, ...,

である。別の言い方をする (主語を言い換えると)と、 r 回の成功を x 回
目の試行で達成する確率は

P (X ′ = x) = x−1Cr−1p
r(1− p)x−r, x = 0, 1, ...,

である。
r = 1の場合が幾何分布である。上側の表現から、X1, ..., Xrが独立で

幾何分布にしたがうとき、X = X1+ ...+Xrは負の二項分布にしたがう。
したがって

E[X] = E[X1] + ...+ E[Xr] = r
1

p
=

r

p

である。同様にして

V [X] = V [X1] + ...+ V [Xr] = r
1− p

p2
=

r(1− p)

p2

である。

(5) ポアソン分布
X のとる値は {0, 1, 2, ...}であり，P (X = k) = λk

k!
e−λ, k = 0, 1, ...で

あるとき，Xはパラメータ λのポアソン分布にしたがうという。ただし，
λ > 0である。
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このとき
E[X] = λ, V (X) = λ

である。
証明

E[X] =
∞∑
k=0

kP (X = k) =
∞∑
k=0

k
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=1

λk

(k − 1)!

= λe−λ

∞∑
k=0

λk

k!
= λe−λeλ = λ

一方，

E[X(X − 1)] =
∞∑
k=0

k(k − 1)
λk

k!
e−λ = λ2e−λ

∞∑
k=2

λk−2

(k − 2)!

= λ2e−λeλ = λ2

したがって，

V (X) = E[X2]− (E[X])2 = E[X(X − 1)] + E[X]− (E[X])2

= λ2＋λ− λ2 = λ

となる。

例 13 次のような変数はポアソン分布に従うことが知られている。
（１）単位時間にガソリンスタンドにくる自動車の数。
（２）単位時間に交換機が受ける電話の呼び出し数。
（３）一連の製造ラインで発生する不良品の個数。
（４）ある地域の火災件数。
（５）小さなスーパーマーケットのレジでの待ち人数。
（６）1ミリリットルの希釈された水試料中に含まれる特定の細菌の数
（７）1ページの文章を入力するとき、綴りを間違える回数
（８） 1日に受け取る電子メールの件数
このように，小さな確率で非恒常的に起こる現象の記述にはポアソン分
布が適している。

例題 10 1
100
の確率であたるくじを 100回試したとき，実際 r回当たる確

率をもとめよ。
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解 10 100回のくじ引きをして当たる回数の平均は

100∑
i=1

1

100
= 1

そこで 100回のくじ引きを 1単位としてそこで平均 1回当たると考える。
実際 r回当たる確率は

P1(r) =
1

r!
1re−1 =

e−1

r!

したがって

P1(0) = 0.368, P1(1) = 0.368, P1(2) = 0.184, P1(3) = 0.061, ...

である。
100回のくじ引きをして平均１回当たるといっても「１回も当たらな

い」確率が約 37%あることに注目すべきである。つまり，祭礼の餅播き
などで，参加者の約３倍の餅を用意しなければ，餅がほぼ確実に全員に
行き渡るようにはならない。（(1/3)3 = 0.037...。）

なお，X1, X2が独立で，X1がパラメータ λ1のポアソン分布にしたが
い，X2がパラメータ λ2のポアソン分布にしたがうとき，Y = X1 + X2

はパラメータ λ = λ1 + λ2のポアソン分布にしたがう。(ポアソン分布の
再生性)

証明。

P (X1 +X2 = n) =
n∑

k=0

P (X1 = n− k)P (X2 = k)

=
n∑

k=0

e−λ1
λn−k
1

(n− k)!
e−λ2

λk
1

k!
= e−(λ1+λ2)

n∑
k=0

λn−k
1

(n− k)!

λk
2

k!

= e−(λ1+λ2)
1

n!

n∑
k=0

nCkλ
n−k
1 λk

2 = e−(λ1+λ2)
1

n!
(λ1 + λ2)

n

ただし、最後の等式には二項定理を使った。　証明終わり。

例題 11 正岡救急病院は道後町，秋山町を管轄区域とし４台のベッドがあ
る。道後町，秋山町から搬送される救急患者数は，それぞれλ1 = 2, λ2 = 1

のポアソン分布にしたがっている。病院収容患者数が４人を超える確率
をもとめよ。
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解 11 Y = X1 + X2とおく。道後町と秋山町は別の町内なので、X1と
X2は独立。よって Y はパラメータ λ = λ1 + λ2のポアソン分布にしたが
うと考えられる。これより

P (Y = k) =
1

k!
λke−λ, k = 0, 1, 2, ...

したがってもとめる確率は

P (Y > 4) = 1−
4∑

k=0

P (Y = k)

= 1− e−λ(1 + λ+
1

2
λ2 +

1

6
λ3 +

1

24
λ4)

となる。λ = 3として、∼ 1− 0.815 = 0.185。これは無視できない確率で
ある。

問 20 ある家に 1日にかかってくる電話の回数はポアソン分布に従い，そ
の平均は８（回）である。この家に電話が 1日に 10回以上かかってくる
確率と，1日に高々４回しかかかってこない確率をもとめよ。

問 21 あるレンタカーの営業所、には 3台の車があり 1日単位で貸し出
す。レンタカーの需要は 1日平均 2台でポアソン分布に従う。1台貸し出
すと 7000円の収入がある一方、営業所全体の経費として 1日あたり 8000

円かかる。その営業所全体での 1日の利益額の期待値を求めよ。

4.0.7 連続分布

　
(1) 一様分布 確率密度関数 ρ(x)がつぎで与えられる確率分布を一様
分布という。

ρ(x) =
1

b− a
(a ≤ x ≤ b)

この分布では区間 [a, b]上の長さの等しい（互いに重ならない）小区間に
値をとる事象は，どれも同等に “確からしい”とみなされる。
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例題 12 （有理数でない確率の例）
太郎と花子はあるレストラン前で待ち合わせわした。太郎は 12時 X

分、花子は同日の 12時 Y 分にそれぞれ到着する。太郎、花子ともレスト
ラン前に到着してから、相手に会えず「待ちぼうけを喰らった」と思って
店を離れるまでの時間は t0 （0 < t0 < 60）分であり、レストランを出た
後、再度入店することはないものとする。なおX,Y それぞれ区間 (0, 60)

の一様分布に従う確率変数であり、X, Y は互いに独立とする。
このとき、太郎、花子が同時刻にレストラン前にいる確率が 1

3
となる

ように t0 をきめよ。また確率が 1√
2
となる t0を求めよ。

解 12 太郎と花子が同時刻にレストラン前にいる確率はP (|X −Y | < t0)

である。X, Y は互いに独立であり、それぞれ (0, 60)の一様分布に従うこ
とから、上記の確率は図の正方形に占める色付部分の領域の割合である。
題意から、

1

3
= 1− (60− t0)

2

602

を満たす t0を求めればよい。よって t0 = 20(3−
√
6) /∈ Q。

(2) 指数分布 確率密度関数 ρ(x)がつぎで与えられる確率分布を指数
分布 (Exp(λ))という。ρ(x) = 0 (x < 0), = λe−λx (x ≥ 0)ただし，λ > 0

である。
Xがこの分布にしたがうとき，E[X] = 1

λ
, V (X) = 1

λ2 である。
証明。

E[X] =

∫ ∞

0

xλe−λxdx

=
1

λ

問 これを示せ。

同様にして

E[X2] =
2

λ2

これより

V (X) = E[X2]− (E[X])2 =
1

λ2

証明終わり。
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問 22 ある電話局管内の電話の通話時間（分）は確率変数X で表され，
その確率密度関数 ρ(x)は

ρ(x) = Ce−
x
3 (0 ≤ x < 180), = 0 (x ≥ 180)

である。一方，通話料は 3(n− 1) ≤ x < 3n （nは自然数）の通話時間に
対して 10n円である。
（１）定数Cの値をもとめよ。
（２）1回の通話時間の平均をもとめよ。
（３）1回の通話料の平均をもとめよ。

(3) 正規分布
ガウス積分 ∫ +∞

−∞
e−t2dt =

√
π

証明 ２重積分 ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−(t2+s2)dsdt = π

をしめせばよい。詳細は省略。

問 これを示せ。

m ∈ R, σ > 0に対し

ρm,σ(t) =
1√
2πσ

e−
(t−m)2

2σ2

を確率密度関数とする連続分布を，パラメータm,σ2の正規分布といい，
その分布を N(m,σ2)で表す。確率変数 X の分布がパラメータm,σ2 の
正規分布のとき，X はパラメータ m,σ2 の正規分布にしたがうといい，
X ∼ N(m,σ2)とかく。
ここで y = ρm,σ(x)のグラフは，x = mについて対称であり，(ρm,σ(m−

x) = ρm,σ(m + x))，x < mで増加，x > mで減少であり，さらに x =

m− σ,m+ σを変曲点にもつ。また u = t−m√
2σ
と変数変換すると∫ +∞

−∞
ρm,σ(t)dt =

1√
2πσ

∫ +∞

−∞
e−u2√

2σdu =
1√
π

∫ +∞

−∞
e−u2

du = 1

である。
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このとき
E[X] = m,V (X) = σ2

である。
証明

E[X] =

∫ +∞

−∞
tρm,σ(t)dt

u = t−m√
2σ
と変数変換すると

R.H.S. =

∫ +∞

−∞

m+ uσ
√
2

σ
√
2π

e−u2√
2σdu

= m
1√
π

∫ +∞

−∞
e−u2

du+
σ
√
2√
π

∫ +∞

−∞
ue−u2

du = m

問 これを示せ。

V (X) =

∫ +∞

−∞
(t−m)2ρm,σ(t)dt

=

∫ +∞

−∞

2σ2u2

σ
√
2π

e−u2

σ
√
2du = σ2 2√

π

∫ +∞

−∞
u2e−u2

du

(u2e−u2
= u.ue−u2

;u→ 1, ue−u2 ← −(1/2)e−u2
)

= σ2 2√
π
([−1

2
ue−u2

]+∞
−∞ +

1

2

∫ +∞

−∞
e−u2

du) = σ2 2√
π
(0 +

1

2

√
π) = σ2

証明終わり

例 14 X ∼ N(m,σ2)のとき，表と変数変換より

P (m− σ ≤ X ≤ m+ σ) ∼ 0.683

P (m− 2σ ≤ X ≤ m+ 2σ) ∼ 0.954

P (m− 3σ ≤ X ≤ m+ 3σ) ∼ 0.997
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標準正規分布
とくにm = 0, σ = 1のとき，この分布を標準正規分布という。つまり，

X ∼ N(0, 1)のとき，

P (a ≤ x ≤ b) =

∫ b

a

1√
2π

e−
t2

2 dt

である。標準正規分布には
∫∞
x

ρ0,1(t)dtの表があり，利用することができ
る。標準正規分布の分布関数

F (x) = P (X ≤ x)

について，F (−x) = 1− F (x)である。[F (−x) = P (X ≤ −x) = P (X >

x) = 1 − P (X < x) = 1 − F (x), x > 0による。] 標準正規分布の分布関
数をΦ(x)で表すことが多い。
さらに，上の証明からわかるように，X がパラメータm,σ2の正規分
布にしたがうとき，変数変換 Y = X−m

σ
をおこなえば Y は標準正規分布

にしたがう。標準正規分布には表があるので，これを使ってXの確率を
もとめることができる。

表の引き方
表中の数字は、全体の面積を 1.0としたときの、Z = 0から Z までの
面積を表します。
たとえばZ = 1.00の場合は「.3413」となり、斜線の部分の面積が全体
の 34.13%であることがわかります。

Z 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 .0000 .0040 .0080 .0120 .0160 .0199 .0239 .0279 .0319 .0359

0.1 .0398 .0438 .0478 .0517 .0557 .0596 .0636 .0675 .0714 .0753

0.2 .0793 .0832 .0871 .0910 .0948 .0987 .1026 .1064 .1103 .1141

0.3 .1179 .1217 .1255 .1293 .1331 .1368 .1406 .1443 .1480 .1517

0.4 .1554 .1591 .1628 .1664 .1700 .1736 .1772 .1808 .1844 .1879

......

1.0 .3413 .3438 .3461 .3485 .3508 .3531 .3554 .3577 .3599 .3621

......
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正規分布の例
（１）測量における誤差
誤差とは、観測値と真実の値（真値）との差のことを言う：誤差＝観

測値－真値。誤差を含む測定では、測定値 は測定ごとに異なる値を取る
が、この測定値 が、ある確率分布 を持つと仮定する。この確率分布の代
表的なものがガウスの正規分布である。そのため正規分布をガウス分布
ともいう。
（２）視神経における感度特性
ヒトを含む哺乳類の網膜における視神経における分光感度特性を考察

する。網膜中の視細胞は光エネルギーを電気信号に変える。
視細胞には桿体 (rod)と錐体 (cone)がある。このうち錐体 (cone)は明

るいときに働き、色を知覚する (S-cone, M-cone, L-cone)。興奮のピーク
波長は、各々、R : 700nm　G : 546.1nm　B : 435.8nmである。実際の
各細胞の感度はほぼ正規分布にしたがう。

例題 13 X ∼ N(4, 32)であるとき，P (3 < X < 6)および P (X > 10)を
もとめよ。

解 13 Y = X−4
3
とおくと Y ∼ N(0, 1)である。よって

P (3 < X < 6) = P (
3− 4

3
<

X − 4

3
<

6− 4

3
) = P (−0.333 < Y < 0.667)

= Φ(0.667)− Φ(−0.333) = 0.7475− 0.3694 = 0.3781

同様に

P (X > 10) = P (Y >
10− 4

3
) = 1− Φ(2) = 0.0228

例題 14 ある高校の 3年男子 500人の身長Xは平均 170.9cm、標準偏差
5.4cmの正規分布にしたがう。
(1) 身長 180cm以上の生徒は約何人か。
(2) 高いほうから 129人の中に入るには何 cm以上あればよいか。

解 14 (1) Y = X−170.9
5.4

とおくと Y は標準正規分布N(0,1)にしたがう。

P (X ≥ 180) = P (Y ≥ 180− 170.9

5.4
) = P (Y ≥ 1.69) = 0.0455
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身長 180cm以上の生徒は全体の 0.0455なので、500× 0.0455 = 22.75か
ら、約 23人いる。
(2) xcm以上あれば高いほうから 129人の中に入るとする。129

500
= 0.258

だから、P (Y ≥ u) = 0.258となる uの値をさがす。正規分布表から u ∼
0.65。よって xの値は、0.65 = x−170.9

5.4
より、x = 174.41。よって 174.5cm

あればよい。

問 23 ある試験での成績の結果は，平均点 64点，標準偏差 14点であっ
た。得点の分布は正規分布にしたがうとするとき，次の問に答えよ。
（１）得点が 36点から 92点の者が 400人いた。受験者の総数は約何
人か。
（２）合格点を 50点とすると，約何人が合格することになるか。

なお，X1 ∼ N(m1, σ
2
1), X2 ∼ N(m2, σ

2
2)であり，かつX1とX2は独立

であるとき，Y = X1+X2はN(m1+m2, σ
2
1 +σ2

2)にしたがう。(正規分布
の再生性) この証明には特性関数の議論が必要なため，詳細は後述する。
(4) 対数正規分布X ∼ N(m,σ2)であるとき，Y = eXの分布を対数正
規分布という。つまり，Y の確率密度関数 ρ(x)は

ρ(x) = 0, x ≤ 0

ρ(x) =
1

σx
√
2π

exp(−(log x−m)2

2σ2
), x > 0

であたえられる。このとき

E[Y ] = em+σ2

2 ,

V (Y ) = (eσ
2 − 1)e2m+σ2

である。
対数正規分布は，株価過程の数学的モデル化の際に用いられる。

問　題
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1　 50歳の夫と 48歳の妻が 20年後まで生存する確率は，夫が 0.15，妻
が 0.2である。現在夫が 50歳，妻が 48歳である夫婦が 10組いるとして，
このうち 20年後に夫婦のうち少なくとも一方が生存している組の数をX

とする。Xが二項分布に従うとして，Xの期待値，標準偏差をもとめよ。
2 じゃがいもの山積みがあって，その不良品率は 10%である。この中

からでたらめに 25個取り出すとき
（１）不良品がちょうど３個含まれる確率をもとめよ。
（２）良品が少なくとも 20個含まれる確率をもとめよ。
（３）良品が 20個以下である確率をもとめよ。
3 人口 100万人のある県では，ある病気Bの発生が１年間に平均 10件

みられる。この県で病気Bにかかる人が 1年間に 2人以下である確率を
もとめよ。
4 E大学で花粉症が流行し，対策に追われた当局は花粉の数を調べる

ため構内に 10000個の観測皿を設置してその中の花粉数を調べた。その
結果，10000個の観測皿のうち花粉が２個入っていたものが 109個，３個
入っていたものが６個あった。
（１）10000個の観測皿全体に何個の花粉が降りそそいだと考えられ

るか。
（２）花粉が１つも入っていない観測皿はいくつあると推測されるか。
5 次の表（次ページ）のような宝くじ（1枚 200円）の賞金額の期待値

を計算せよ。
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等級 当選金 本数
１等 40000000 7

１等前後賞 10000000 14

１等組違い賞 200000 903

２等 10000000 5

２等組違い賞 100000 645

３等 1000000 130

４等 140000 130

５等 10000 1300

６等 1000 26000

７等 200 1300000

はずれ 0 （引き算）
合計 13000000

6 次の問に答えよ。
（１）X ∼ N(4, 22)のとき P (X ≤ 6)をもとめよ。
（２） X ∼ N(3, (1.5)2)のとき，P (X ≤ x) = 0.4218となる xをもと
めよ。
（３）X ∼ N(5, 22)のとき P (2.5 ≤ X ≤ 6.5)をもとめよ。
（４）X ∼ N(6, 22)のとき，平均を中心とする区間でその上の確率が

0.9になるようなものをもとめよ。
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5.0.8 モーメント母関数

定義 5.1　確率変数Xに対して etX の期待値

MX(t) = E[etX ]

をXをモーメント母関数（または積率母関数）という。

Xが離散型の確率変数で、Xの取りうる値がX = α1, α2, , , ,のとき

MX(t) =
∞∑
k=1

etαkP (X = ak)

で与えられる。Xが連続型の確率変数のときは、Xの確率密度関数 fX(x)

を用いて

MX(t) =

∫ ∞

−∞
etxfX(x)dx

と与えられる。
ここで、MX(t)を tで微分すると

M ′
X(t) = E[XetX ]

となり、t = 0を代入すると

E[X] = M ′
X(0)

となる。M ′
X(t)をもう一度 tで微分すると

M ′′
X(t) = E[X2etX ]

となり、t = 0を代入すると

E[X2] = M ′′
X(0)

となる。以下同様に計算できる。すなわち、モーメントはモーメントを
生成する関数となっている。
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5.0.9 モーメント母関数の例

(1)二項分布B(n; p)。ただし、q = 1− pである。

MX(t) =
n∑

k=0

etkP (X = k) =
n∑

k=0

nCk(pe
t)kqn−k = (pet + q)n

(2)ポアソン分布 Po(λ)。

MX(t) =
∞∑
k=0

etkP (X = k) = e−λ

∞∑
k=0

(λet)k

k!
= e−λ exp{λet} = exp{λ(et−1)}

(3) 幾何分布Ge(p)。ただし、q = 1− pである。

MX(t) =
∞∑
k=0

etkP (X = k) =
∞∑
k=0

etkqkp = p
∞∑
k=0

(etq)k =
p

1− qet

(4)正規分布N(µ, σ2)

MX(t) = eµt+
1
2
σ2t2

(5)指数分布 Exp(λ)

MX(t) =

∫ ∞

0

etxλe−λxdx = λ

∫ ∞

0

e−(λ−t)xdx =
λ

λ− t

証明　 (4)

MX(t) =
1√
2πσ
　
∫ ∞

−∞
etxe−

(x−µ)2

2σ2 　 dx

=
1√
2πσ
　
∫ ∞

−∞
e−

1
2σ2 ((x−µ−σ2t)2−(σ2t)2+2σ2t(x−µ)−2σ2tx)dx

= eµt+
1
2
σ2t2 1√

2πσ

∫
e−

z2

2σ2 dz (z = x− µ− σ2t)

= eµt+
1
2
σ2t2 .

他は省略。q.e.d.

モーメント母関数はもっと重要な性質をもっている。
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定理 5.1 確率変数 X, Y について、MX(t) = MY (t)が成り立つとき、
X, Y の確率分布は等しくなる。

たとえば、Xのモーメント母関数を計算してみてMX(t) = exp(1
2
t2) に

なったとする。これは正規分布のモーメント母関数であるので、Xは正
規分布に従うことがわかる。

P (a1 ≤ X ≤ b1, a2 ≤ Y ≤ b2) = P (a1 ≤ X ≤ b1)P (a2 ≤ Y ≤ b2)

がつねに成立するとき確率変数Xと Y は独立であるという。

たとえばコインを 10回投げた時、1回目から 5回目に表の出た数Xを、
6回目から 10回目に表の出た数を Y とすると、Xと Y は独立になる。

定理 5.2 (A) Xと Y は独立となるとき、次の (1)-(3)が成り立つ。

(1)E[XY ] = E[X]E[Y ]

(2)MX+Y (t) = MX(t)MY (t)

(3)V (X + Y ) = V (X) + V (Y )

(B) 有限個の場合も上の (1)-(3)が成り立つ。

(1)E[X1X2 · · ·Xn] = E[X1]E[X2] · · ·E[Xn]

(2)MX1+X2+···+Xn(t) = MX1(t)MX2(t) · · ·MXn

(3)V (X1 +X2 + · · ·+Xn) = V (X1) + · · ·+ V (Xn)

証明は帰納法による。

定理 5.2(A)(2)および定理 5.1より、ポアソン分布、正規分布などの分
布の再生性がわかる。
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ただし、X,Y が独立で同一の型の分布（たとえば正規分布N(µ1, σ
2
1), N(µ2, σ

2
2)）

に従うとき、X + Y も同一の型の分布（正規分布N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2)に
したがうことを再生性という。たとえば

MX(t)MY (t) = eµ1t+
1
2
σ2
1t

2

eµ2t+
1
2
σ2
2t

2

= e(µ1+µ2)t+
1
2
(σ2

1+σ2
2)t

2

= MX+Y (t).

5.0.10 独立確率変数の和・差・積・商の計算法

確率変数X,Y は独立で、それぞれの確率密度関数が fX(x), fY (y)で与
えられるとする。また f(x, y) = fX(x)fY (y) とおく。Z1 = X + Y, Z2 =

X −Y, Z3 = XY,Z4 =
X
Y
で与えられる確率変数Z1, Z2, Z3, Z4の確率密度

関数を求める。
(1) W1 = Y とおき、X,Y をZ1とW1で表すと、X = Z1−W1, Y = W1

となる。このとき (Z1,W1)の同時確率密度関数 g(z1, w1)は

g(z1, w1) = f(z1 − w1, w1)
∣∣∣ ∂(x, y)

∂(z1, w1)

∣∣∣
であたえられる。ここで

∂(x, y)

∂(z1, w1)
=
∣∣∣( ∂x

∂z1
∂x
∂w1

∂y
∂z1

∂y
∂w1

)∣∣∣ = ∣∣∣( 1 −1
0 1

)∣∣∣ = 1 (5.1)

となるので
g(z1, w1) = fX(z1 − w1)fY (w1)

となる。Z1の周辺確率密度関数 fZ1(z1)は g(z1, w1)をw1について積分す
ることにより

fZ1(z1) =

∫ ∞

−∞
fX(z1 − w1)fY (w1)dw1

となる。
(2) W2 = Y とおき、X,Y を Z2 = X − Y とW2で表すとX = Z2 +

W2, Y = W2となる。このとき

∂(x, y)

∂(z2, w2)
=
∣∣∣( 1 1

0 1

)∣∣∣ = 1 (5.2)
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となるので (Z2,W2)の同時確率密度関数 g(z2, w2)は

g(z2, w2) = f(z2+w2, w2)
∣∣∣ ∂(x, y)

∂(z2, w2)

∣∣∣ = f(z2+w2, w2) = fX(z2+w2)fY (w2)

であたえられる。したがって Z2の周辺確率密度関数 fZ2(z2)は g(z2, w2)

をw2について積分することにより

fZ2(z2) =

∫ ∞

−∞
fX(z2 + w2)fY (w2)dw2

となる。
(3) W3 = Y とおき、X, Y をZ3 = XY とW3で表すと

X =
Z3

W3

, Y = W3

となる。(Z3,W3)の同時確率密度関数 g(z3, w3)は

g(z3, w3) = f(
z3
w3

, w3)
∣∣∣ ∂(x, y)

∂(z3, w3)

∣∣∣
となる。x = z3

w3
, y = w3であるから

∂(x, y)

∂(z3, w3)
=
∣∣∣ 1

w3
− z3

w2
3

0 1

∣∣∣ = 1

w3

となるので

g(z3, w3) = fX(
z3
w3

)fY (w3)
1

|w3|
したがってZ3の周辺確率密度関数 fZ3(z3)は g(z3, w3)をw3について積分
することにより

fZ3(z3) =

∫ ∞

−∞
fX(

z3
w3

)fY (w3)
1

|w3|
dw3

となる。
(4) W4 = Y とおき、X, Y をZ4 =

X
Y
とW4で表すと

X = Z4W4, Y = W4

となる。(Z4,W4)の同時確率密度関数 g(z4, w4)は

g(z4, w4) = f(z4w4, w4)
∣∣∣ ∂(x, y)

∂(z4, w4)

∣∣∣
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となり、x = z4w4, y = w4であるから

∂(x, y)

∂(z4, w4)
=
∣∣∣ w4 z4

0 1

∣∣∣ = w4

となる。
g(z4, w4) = fX(z4w4)fY (w4)

∣∣∣w4

∣∣∣
なので Z4の周辺確率密度関数 fZ4(z4)は g(z4, w4)を w4について積分す
ることにより

fZ4(z4) =

∫ ∞

−∞
fX(z4w4)fY (w4)

∣∣∣w4

∣∣∣dw4

となる。
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問　題

1　 (Max とMinの分布) X1, ..., Xnは独立同分布の確率変数で、指数
分布 Exp(λ)に従うとする。
(1) Z1 = max(X1, ..., Xn)とおく。Z1のモーメント母関数を求めよ。
(2) Z2 = min(X1, ..., Xn)とおく。Z2のモーメント母関数を求めよ。
hint: (1) P (Z1 ≤ x)を調べる。fZ1(x) =

d
dx
P (Z1 ≤ x)

(2) P (Z2 ≥ x)を調べる。P (Z2 ≤ x) = 1− P (Z2 ≥ x)

2　（１）Xが [0, 1]上の一様分布にしたがうとき、Y = aX+b (a > 0)

の確率密度関数を求めよ。
（２）Xが平均µ,分散σ2のR上の正規分布にしたがうとき、Y = aX+b

の確率密度関数を求めよ。
hint: (1) y = ax+bよりx = y−b

a
= y−1(y)とおく。fY (y) = fX(y

−1)|dx
dy
| =

1. 1
a

(2) Y = aX + bと変換すると、平均 µ→ µ+ b, 分散 σ2 → a2σ2。また
再生性より Y も正規分布に従う。 dy

dx
= a。

3　 X と Y が、平均 0, 分散 1のR上の正規分布にしたがう独立な確
率変数であるとき、Z = X + Y の確率密度関数を求めよ。

4　 Xと Y が、[0, 1]上の一様分布にしたがう独立な確率変数であると
き、Z = X + Y の確率密度関数を求めよ。
hint: 5.0.10 (1)を適用するがまず分布関数を求める:P (X1+X2 ≤ t), 0 <

t < 2。ただし 0 < t < 1のときと 1 < t < 2のときで場合分け（x2 =

−x1 + t）。
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6.0.11 チェビシェフの不等式

補題Xを確率変数で、平均E[X], 分散 V (X)がともに有限とする。この
とき任意の ϵ > 0に対し

P (|X − E[X]| > ϵ) ≤ V (X)

ϵ2

証明
m = E[X]とおく。Xを連続型確率変数とし、その密度関数を f(x)と
する。

V (X) =

∫ +∞

−∞
(x−m)2f(x)dx

≥
∫ m−ϵ

−∞
(x−m)2f(x)dx+

∫ ∞

m+ϵ

(x−m)2f(x)dx

≥
∫ m−ϵ

−∞
ϵ2f(x)dx+

∫ ∞

m+ϵ

ϵ2f(x)dx

= ϵ2
∫
{x;|x−m|>ϵ}

f(x)dx

= ϵ2P (|X −m| > ϵ).

両辺を ϵ2で割ればよい。Xが離散型確率変数の場合も同様にできる。
証明終

6.0.12 大数の弱法則

定理１（大数の弱法則）－ラプラス 1814

X1, X2, X3, ...を独立で同分布な確率変数、
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平均m = E[X1] = E[X2] = ...,

分散 v = V (X1) = V (X2) = ...

はいづれも有限とする。このとき任意の ϵ > 0に対し

lim
n→∞

P (|X1 + ...+Xn

n
−m| > ϵ) = 0

例 15 確率変数Xiを
Xi = 1 さいころを投げて i回目に 3の目が出るとき, Xi = 0それ以外
とおく , i = 1, 2, ...。このとき E[Xi] = 1

6
= m, i = 1, 2, ...である。

X1 + ...+Xnは n回中 3の目が出る回数を表し、X1+...+Xn

n
はその頻度を

表す。このとき

lim
n→∞

P (|X1 + ...+Xn

n
− 1

6
| > ϵ) = 0

である。

定理１ではXiの分布は何でもよい。Eをある事象とし、もしEが起こ
ればXi = 1、そうでなければ Xi = 0とすると、m = E[Xi]はEの発生
確率を表す。よってこの定理は、観測（頻度の測定）により事象の確率を
推定することの正当性を保証している。

定理１の証明
Yn = X1 + ...+Xnとおく。(Xi)の独立性から

V (Yn) = V (X1) + ...+ V (Xn) = nv

であり、よって

V (
Yn

n
) =

1

n2
V (Yn) =

v

n

一方

E[
Yn

n
] =

1

n
E[Yn] =

1

n
· nm = m

補題より

P (|Yn

n
−m| > ϵ) ≤

v
n

ϵ2
=

v

nϵ2

これより 0 ≤ limn→∞左辺 ≤ limn→∞
v

nϵ2
= 0.

証明終
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上の証明において、

P (|Yn − nm| > nϵ) ≤　 v

nϵ2

である。そこで ϵ = c
√

v
n
とおくと (c > 0)、

左辺 = P (Yn − nm| > c
√
vn)

= P (| 1√
vn

(X1 + ...+Xn − nm)| > c) ≤ 1

c2

ということになる。この評価は nによらないので、

1√
vn

(X1 + ...+Xn − nm) =
1√
v
n

(
X1 + ...+Xn

n
−m)

は、nが大きいとき、nによらない分布に近づくことが予想される。実際、
次が成り立つ。

6.0.13 中心極限定理

定理２（中心極限定理）
X1, X2, X3, ...を独立で同分布な確率変数、
平均m = E[X1] = E[X2] = ...,

分散 v = V (X1) = V (X2) = ...

はいづれも有限とする。さらに

E[|X −m|3] <∞

を仮定する。このとき、任意の a < bについて、

lim
n→∞

P (a <
X1+...+Xn

n
−m√

v
n

< b) =

∫ b

a

1√
2π

e−
x2

2 dx

となる。
これを、「 1√

nv
(X1+ ...+Xn−nm)が標準正規分布に法則収束する」と

いう。
Xiの分布が何であっても、収束先が正規分布になるのがこの定理の強
力なところである。



66 第 6章 正規分布の応用

注意
森のうさぎの真の平均体重
動物学者がある森の生態調査のために、その森に住むうさぎの平均体

重を調べる。
この森には約 10万匹のうさぎが生息し、すべてを捕まえることはでき

ないので、とりあえず 5匹を捕まえて体重を測った。すると 7kg,、3kg、
25kg、6kg、29kg、平均 14kgとなった。
しかし、もっと正確に調査をする必要があるため、5匹を捕まえて平均

体重を計算する作業をあと 4回ほど行いました。その結果が以下になり
ます。

No. Caputure1 Caputure2 Caputure3 Caputure4 Caputure5

1 7 3.0 6.0 9 2.0

2 3 14.0 29.0 31 5.0

3 25 32.0 25.0 10 27.0

4 6 15.0 7.0 33 42.0

5 29 37.0 7.0 27 11.0

平均 14 20.2 14.8 22 17.4

調査のたびに結構なバラつきがあり、さらなる調査が必要です。そこ
で、さらに 5匹を捕まえて平均体重を記録する作業を 1000回ほど行い、
ヒストグラムにしてみました。
すると、
（図表省略）のようになった。

バラつきはあるが、どうやら 17 ∼ 18kgを中心とした正規分布になっ
ているようで、この平均あたりが森のウサギの平均体重としては妥当そ
うである。
中心極限定理とは、母集団がどんな分布であっても、そこから抽出し

たサンプルの平均値は、真の平均値を中心とした正規分布となるという
ものである。ここで重要なのは、サンプルの平均値が正規分布をするの
であって、「サンプルが正規分布をする」のではない。
かりに、森のうさぎ 10万匹を全部をつかまえられたとして、ヒストグ

ラムにしてみると、5kgと 30kgのところで二峰性の分布になっている全
く正規分布ではない分布になる。
また、(中心極限定理によって)できあがる分布は、分散が

母集団の分散/平均をとるサンプル数



67

の正規分布となる。

2項分布に対する中心極限定理－ドモアブル・ラプラス

中心極限定理とはやや異なるが、次のことが知られている：2項分布Bn,p

にしたがう確率変数Xは、nが大きいとき、近似的に正規分布N(np, npq)

にしたがう。ただし、q = 1− p。したがって、

T =
X − np
√
npq

とおくと、T の分布は、nが大きいとき、近似的に標準分布N(0, 1)にし
たがう。(X = Z1 + ...+ Zn, Zi = 0 or 1; where V (Zi) = pq)

この証明は比較的易しい。

実際、nが大きい時、2項分布にしたがう確率をそのまま計算するのは
容易でない。
練習問題
サイコロを 500 回振るとき、 1の目が出る回数が 80 回以上 100 回以下
となる確率はいくらか。
（エクセルを使ってもよいからB500,1/6の値から直接計算せよ。）

例題 15 ポアソン分布に対する中心極限定理

解 15 互いに独立な n個の確率変数X1, ..., Xnが、パラメータ λの同じ
ポアソン分布にしたがっているとする。これらの確率変数の平均、分散
は λであるから

(X1 + ...+Xn)− nλ√
nλ

≡ Qn

の分布が、n → ∞のとき、標準正規分布に近づくことを、特性関数を
使って示す。
Qnの特性関数 ϕn(ξ)は

ϕn(ξ) = exp[nλ(eiξ/
√
nλ − 1)− iξ

√
nλ]

である。これより

log ϕn(ξ) = nλ(eiξ/
√
nλ − 1)− iξ

√
nλ
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となるので、

lim
n→∞

log ϕn(ξ) = lim
n→∞

[nλ(eiξ/
√
nλ − 1)− iξ

√
nλ]

ここで

eiξ/
√
nλ = 1 + iξ/

√
nλ− 1

2
(ξ/
√
nλ)2 − ...

であるから

eiξ/
√
nλ − 1 = iξ/

√
nλ− 1

2

ξ2

nλ
+ o(

ξ2

nλ
),

よって
nλ(eiξ/

√
nλ − 1)− iξ

√
nλ

=
iξ√
nλ

nλ− iξ
√
nλ− 1

2
ξ2 + o(ξ2)

∼ −1

2
ξ2 as n→∞.

これより ϕn(ξ)の収束先は e−ξ2/2となる。q.e.d.

6.0.14 中心極限定理の証明

弱収束

グリベンコの定理

定理の証明

問　題

問 24 (1) あるくじは 1000本発行され、このうち 2本が当たりである。
このくじを何本か買って当たる確率を 1

2
以上にするためには、少なくと

も何本買わなければならないか。
(2) このくじは毎週発行される。太郎君は毎週このくじを 1枚買う。少

なくとも 1回当たる確率を 1
2
以上にするためには、少なくとも何本買わ

なければならないか。

問 25 次を示せ。 ∫ x

0

e−
t2

2 dt ≥
√

π

2
(1− 1

x2
), x > 1.
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問 26 (Xi)i=1,2,...を平均 λ = 1のポアソン分布をもつ独立同分布の確率
変数列とし、Sn = X1 +X2 + ...+Xnとする。
(1) Snの分布は何か。
(2) P (Sn ≤ n) = e−n

∑n
k=0

nk

k!
を示せ。

(3) 中心極限定理を使って

lim
n→∞

e−n

n∑
k=0

nk

k!
=

1

2

を示せ。

問 27 ある町には 20000人の住人がいて、このうちある病気の免疫を持っ
ていない人の割合は 0.4である。この病気になる人の割合を全体の 1割以
下にする確率が 0.9をこえるためには、ワクチンを少なくとも何個用意し
なければならないか。
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7.0.15 記述統計の イントロダクション

例:一般（ランキング）
(i)食物・味付けの分布　 (0219-stat-2.pdf p.2–p.12)

(ii)棒グラフ (0219-stat-2.pdf, p.20–p.27)

ある集団を母集団とよぶ。ここからいくつかのデータをとるとき、こ
れを標本とよぶ。母集団から抽出された標本はさまざまな値をとる。そ
こで、この標本１つ１つを変数とよぶ。変数が離散的な数値（ばらばら
の値）をとるとき、離散型変数という。変数が連続的な値をとるとき、連
続型変数という。

例 16 世帯の子供の数、1日の交通事故の件数、窓口を訪れる客の数は離
散型変数である。長さ、重さ、時間、温度は連続型変数である。

なお、データが数値を取らない場合もある。このようなデータをカテ
ゴリー変数という。
カテゴリー変数の値が 2つしかとらないものを 2値変数という。アン
ケートで、ある買い物を、買う、か、買わない、か；内閣を支持するかど
うかについて、yes、か、no、か、などしばしば出てくる。
例：血液型の分布 (0219-stat-2.pdf p.31)

7.0.16 分類と度数分布

あることを調査しようとするとき、資料を集めて分類することからは
じめることが多い。さらに、得られたデータが数値で表されている場合
には、度数分布を見るとわかりやすい。
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例 17 143人の通学時間を調べた。x1, ..., x143がデータであり、xiは iさ
んの通学時間を表す。
(1) max1≤i≤n xiを最大値、min1≤i≤n xiを最小値とよび、(max1≤i≤n xi)−

(min1≤i≤n xi)を範囲とよぶ。
(2)データをいくつかのグループにわけるとき、各グループを階級とい

う。階級の範囲を階級の幅という。また、各階級の真ん中の値を階級値
という。
階級の数は通常 10個程度にし、階級の幅はデータの測定単位 (精度)の

整数倍になるようにとる。
(3)各階級に入るデータの個数を度数という。度数がわかると度数分布

表がつくれる。
度数分布表を図にしたものがヒストグラムである。ヒストグラムによ

りデータの分布の形が直観的に把握できる。また、ヒストグラムを折れ
線で結んでえられるものを度数折れ線という。
これらの処理は表計算ソフト（エクセルなど）によって行うことがで

きる。またこれらを連続変数の場合に行ったものが確率密度分布である。

累積度数分布表、累積度数分布曲線も同様に作れる。

例:新生児の体重の累積度数分布表 (0219-stat-2.pdf p.34)

例：薬
累積度数分布曲線は薬の効力の記述や毒性の評価などにも利用される。

投与量を対数曲線上にとるか、あるいは投与量の対数値を算術目盛上に
とり、投与量を少しずつ増加したとき投与量に対する反応率は一般に S

字型の累積度数分布曲線を示す。このような曲線を用量–反応曲練という
(0219-stat-2.pdf p.30 図 3・5)。またここで出来るような S字型の曲線を
ロジスティック曲線という。

7.0.17 代表値

ある集団の特徴をひとつの数値で代表するとき、これを統計量（また
は代表値）という。例えば、平均値、中央値、最頻値などがこれにあた
る。x1, ..., xnをデータとする。
（１）x̄ = 1

n

∑n
i=1 xiを平均値という。たんに平均ということもある。

例 18 n = 5, x1 = 10, x2 = 2, x3 = 5, x4 = 7, x5 = 4のとき、x̄ =
1
5
(10 + 2 + 5 + 7 + 4) = 28

5
= 5.6。
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（２）xiを大きさの順に並べた時、その中央に位置する値を中央値（メ
ディアン）といい、x̃とかく。これは頻度が五分五分の位置にある xiの
値といってもよい。
標本数nが奇数のときは、ちょうど n+1

2
番目の値が中央値になる。nが

偶数のときは、n
2
番目と n

2
+ 1番目の 2つの値の平均値が中央値になる。

例 19 n = 5, x1 = 4500, x2 = 13300, x3 = 9500, x4 = 18600, x5 = 7200の
とき、x̃ = 9500。

例：最高血圧値（図表）0219-stat-2.pdf p.31　図 3.6, 3.8

（３）もっとも頻繁に現れる（度数の大きい）値を最頻値（モード）と
いう。(à la mode.) 多くの場合、最頻値は度数分布表に整理したうえで
考える。

また、集団の分布の特徴を表す数値を散布度という。範囲、四分位範
囲、標本分散、標準偏差などがこれにあたる。
ここで、四分位範囲とは次のようにして決まる：中央値を境にしてデー
タの個数が等しくなるように２つの部分に分ける。
２つに分けるたうち、最小値を含む方のデータの中央値を求める。こ
れを第１四分位数という。同様に、最大値を含む方のデータの中央値を
求める。これを第３四分位数という。
第３四分位数から 第１四分位数までの範囲（または、(３四分位数) -

(第１四分位数)）を四分位範囲という。四分位範囲の半分の大きさを四分
位偏差という。
なお、箱ひげ図という統計的グラフを使って、範囲、四分位範囲、平
均値、中央値を同時に簡潔に表すことができる。また、箱ひげ図を使う
と、平均値や中央値が等しくてもデータの分布の様子が大きく異なるこ
とがあることが、よくわかる。箱ひげ図を使ってデータのばらつきを視
覚的にとらえることもできる。
この他、医療関係では幹葉図も用いられる。幹葉図は、生データを幹
と葉に対応する部分に分けて分布を作成する方法でヒストグラムと違っ
て生データを再現できる。(0219-stat-2.pdf p.31 図 3.7)

例 20 東京都における、各月の、日ごとの平均気温。

（４）s2 = 1
n

∑n
i=1(xi−x̄)2を標本分散という。s2n−1 =

1
n−1

∑n
i=1(xi−x̄)2

を不偏標本分散という。σ =
√
s2を標準偏差という。
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例 21 (1)の例では x̄ = 5.6,

s2 =
1

5

5∑
i=1

(xi − 5.6)2 =
37.2

5
= 7.44

s2n−1 =
1

4

5∑
i=1

(xi − 5.6)2 = 9.3

（５） 1
n

∑n
i=1 |xi − x̄|を平均偏差という。

（６）標準偏差を平均値で割った値のことを変動係数という。平均値
に対するデータとばらつきの関係を相対的に評価する際に用いる。

問 28 次のデータはある高校の運動選手 6人の身長である（単位 cm）。
このとき標準偏差を小数第 2位まで求めよ:

174 169 175 171 168 181

7.0.18 平均値と標準偏差の計算

性質
（１）ui = xi−a, i = 1, ..., nとすると、̄u = x̄−a, s2(u) = s2(x), s2n−1(u) =

s2n−1(x)

（２）vi = bxi, i = 1, ..., nとすると、v̄ = bx̄, s2(v) = b2s2(x), s2n−1(v) =

b2s2n−1(x)

例題 16 あるアルバイトの日給は、実労働時間をx時間とすると、1000+
800x（円）で計算される。標本調査によると、そのアルバイトをしてい
る人の 1日の実労働時間の平均は 7.5、標準偏差は 1である。日給の平均
と標準偏差はいくらか。

解 16 u = 1000+800xとおくと、ū = 1000+800x̄ = 1000+800× 7.5 =

7000。 s2(u) = (800)2s2(x) = (800)2.12。よって、s(u) = 800。
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度数分布表からの平均値と標準偏差の計算

次の表はある高校の篭球部の部員 10人でフリースローを 1回づつ行っ
た結果である。
点数 x 度数 f xf x− x̄ (x− x̄)2 (x− x̄)2f

0 2 0 -2 4 8

1 3 3 -1 1 3

2 1 2 0 0 0

3 2 6 1 1 2

4 1 4 2 4 4

5 1 5 3 9 9

計 10 20 19 26

この表から点数の標準偏差を計算してみる。
xfの値は上のようになるから、点数の平均値 x̄は x̄ = 20/10 = 2点。さ
らに (x−x̄)2fの値は上のようになるから、点数の標本分散はs2 = 26/10 =

2.6。よって標準偏差は s =
√
2.6 ∼ 1.61点となる。

7.0.19 2次元データのまとめ方

１つの対象について２つの質的変数を調べる。
例：喫煙の習慣の有無と肺がんの有無
薬物の服用の有無と症状
支持政党と内閣の支持・不支持
...

2つの変数からなる大きさM の標本を考えたとき、身長 (cm)と体重
(kg)，薬剤投与 (投与群，非投与群)と最低血圧値、薬剤投与 (新薬群，偽
薬群)と効果 (効来あり、効果なし)のようなそれぞれのタイプの 2つの変
数の組の関連を図示するにはどのようにしたら良いだろうか。
座標平面XY を考えて、各個体のX変数Y 変数を座標平面上の点 (X, Y )

として表すと座標平面上に n個の点が図示される。この図を散布図とい
う。関連性がある場合は、Xの値の変化に応じて Y の値が変化すること
から、関連性の傾向を示すことができる。
例：一般　 (0219-stat-2.pdf 　 p.31 (図 3・9))

例 22 身長と体重 (0219-stat-2.pdf p.37, p.38)
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例 23 ある商品のCM（X)とその商品の購入（Y)

例 24 乗用車による重大事故について、ドライバーの生死（X)とシート
ベルト着用の有無（Y)

(2群の比較 （医療統計）)

7.0.20 特論　保健婦（保健師）の統計

日本では保健師を保健師助産師看護師法（以下、保助看法と記す）に
おいて、「厚生労働大臣の免許を受けて、保健師の名称を用いて、保健指
導に従事することを業とする者」と定めており、大学や保健師養成校に
て所定の教育を受けた後、保健師国家試験に合格して得られる国家資格
（免許）である。(看護師は、(3-4年 [看護師])+1年で免許。基本的に日勤
のみ。)

保健師は、主に都道府県・市町村などの保健所、保健センター等で保
健行政に従事する行政保健師と企業の産業保健スタッフとして勤務する
産業保健師、学校等で学生と教職員の心身の健康保持に努める学校保健
師（養護教諭）の 3つに大別される。
保健師助産師看護師法は、保健師・助産師及び看護師の資質を向上し、

もって医療及び公衆衛生の普及向上を図ることを目的とする日本の法律
である（同法 1条）。

用語

1.1有病率
有病とは、ある時点で疾病にかかっている状態のことである。

有病率 =
ある時点における有疾病者の人数
ある時点における観察対象者の人数

と定義する。
1.2罹患率
罹患とは、一定期間に新たにある疾病を発症することである。
罹患率　をどう定義するか。
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ある地域の人間集団は開集団であり、一定期間の人口には増減がある。
そこで

罹患率 =
一定期間に新たに疾病を発症した人の人数

1人 1人の観察期間を全部足したもの

と定義する。

要因の分析（ベイズの定理）

2.1暴露
疫学で言う暴露とは、疾病の発症にかかわっているかもしれない要因
のことである。「性別」、「年齢」、「生活習慣」いずれも暴露（要因）であ
る。健康に良い影響を与えるもの、健康に悪い影響を与えるもの、のい
ずれにも使う。
例:喫煙の習慣。

2.2発症率 1

発症率 =
疾病を発症した人の人数

(一定期間に)ある要因に暴露された人数

例：食堂で発生した食中毒について、その原因を推定する。

食べた・食べない 発症　　 　　未発症 発症　　 　　未発症 計

パン 96 200 4 20 320

牛乳 95 150 5 70 320

焼き魚 50 100 50 120 320

合計 241 450 59 210 960

(1)食べた人の発症率

パンの発症率 =
パンを食べて食中毒を発症した人の人数

パンを食べた人数
=

96

296
= 0.32

牛乳の発症率 =
牛乳を飲んで食中毒を発症した人の人数

牛乳を飲んだ人数
=

95

245
= 0.39

1ここで言う「発症率」は有病率である。
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焼き魚の発症率 =
焼き魚を食べて食中毒を発症した人の人数

焼き魚を食べた人数
=

50

150
= 0.33

(2)食べてない人の発症率

パンの発症率 =
パンを食べてなくて食中毒を発症した人の人数

パンを食べてない人数
=

4

24
= 0.17

牛乳の発症率 =
牛乳を飲んでなくて食中毒を発症した人の人数

牛乳を飲んでない人数
=

5

75
= 0.07

焼き魚の発症率 =
焼き魚を食べてなくて食中毒を発症した人の人数

焼き魚を食べてない人数
=

50

170
= 0.29

ここでオッズ比（[食べた人の発症率]/[食べてない人の発症率]）を見
ると
パン 1.88

牛乳 5.57

焼き魚 1.14

となり、牛乳が一番危険度（リスク比）が高いことがわかる。

2.3データの誤差

症例対照研究

症例群：研究の対象となる疾病を発症した人たち
対照群：発症してない人たち
このような人たちを集めてきて、両群の過去の曝露状況を調べる
疾病を発症しているかどうかという違い以外は、両群が同じような人

により構成されていることが重要である。

3.1紅茶は花粉症を予防するか？(上表参照)

3.1.2 ノイズ（バイアス）
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紅茶を飲む・飲まない 花粉症あり　　 　　花粉症なし 計

飲む 8 16 24

飲まない 32 24 56

合計 40 40 80

ノイズには、偶然誤差と系統誤差がある。ここで、系統誤差とは一定
の方向にデータが偏ってしまうことをいう。対象者の集め方、データの集
め方によってはこのような偏りが生じる。系統誤差をバイアスともいう。
この例におけるバイアス
対照群の人たちに、「紅茶は花粉症の発症を予防するかもしれない」と
説明したうえで、「あなたは紅茶を飲んでいましたか」と聞くとする。そ
の人は「自分がいま花粉症出ないのは紅茶を飲んでいたせいかもしれな
い」と考えて、「習慣的に紅茶を飲んでいた」という人が出てくる可能性
がある。また現在花粉症の人は、「紅茶を飲んでいなかったから花粉症に
なった」と考えて、紅茶を飲んでいた記憶を思い出させにくくなる可能
性がある。このようなバイアスを思い出しバイアスという。

3.2オッズ比
オッズとは、　ある事象が起きた割合と起きなかった割合の比のこと
を言い、オッズ比とは、オッズを 2つの群で比較した比である。
例：紅茶と花粉症
症例群　 (8/40)　/ (32/40) = 1/4

対照群　 (16/40) / (24/40) = 16/24 = 2/3

オッズ比 (1/4) / (2/3) = 3/8

この結果から
「花粉症の有無は紅茶を飲む習慣に 3/8倍影響する」
といえる。
行について同じことをすれば、
症例群　 (8/24)　/ (16/24) = 1/2

対照群　 (32/56) / (24/56) = 32/24 = 4/3

オッズ比 (1/2) / (4/3) = 3/8

この結果から
「紅茶を飲む習慣の有無は花粉症に 3/8倍影響する」
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といえる 2。

オッズ比の意味
オッズ比 = 1 曝露因子と疾病発症に関係はない
オッズ比 > 1 曝露因子は疾病発症の危険因子である
オッズ比 < 1 曝露因子は疾病発症の軽減因子である
pをある比とする（たとえば p = 8/40）。pは確率を表すので、オッ

ズは p
1−p
と書ける。この対数 log p

1−p
を対数オッズという。対数オッズは

(−∞,∞)の値をとる。
F を標準正規分布にしたがう確率変数として Φ(x) = P (F ≤ x), x ∈

(−∞,∞)とおく。x = log p
1−p
としてこの値を求めると、これは [0, 1]に

値をとる変数になり、対象に関する確率を表すと解釈される。この変数
の分布をあらをす曲線がロジスティック曲線である (7.0.16参照).

7.0.21 相関関係

例 25 円盤投げと砲丸投げの得点分布

例 26 醤油消費とソース消費

例 27 都道府県別の若年未婚率と生涯未婚率

(0219-stat-2.pdf p.16–p.17)

このような図を散布図（または相関図)という。(参照：0219-stat-2.pdf

p.37–p.38)

散布図を見て、一方の変数の値が大きくなるとき他方の変数の値が直
線的に大きくなる傾向があるとき、２つの変数の間には正の相関がある

2今の場合オッズ比はともに 3/8だが、一般はこれらの値は異なる。
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という。また、一方の変数の値が大きくなるとき他方の変数の値が直線
的に小さくなる傾向があるとき、２つの変数の間には負の相関があると
いう。相関関係が見られないとき、無相関という。

例 28 1人当たりの国内家計支出と世帯でのピアノの普及率

参照:

www.jil.go.jp/institute/research/documents

なお、データ全体からみて、分布から極端に離れているデータを外れ
値という。
２つの変数 (x,y)の相関係数 rxyを次のように定義する。データ数を n

とする。

s2x =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2, sx =
√
s2x

s2y =
1

n

n∑
i=1

(yi − ȳ)2, sy =
√

s2y

sxy =
1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ)

とおくとき、
rxy =

sxy
sxsy

を、相関係数という。なお、sxyを xと yの共分散という。
−1 ≤ r ≤ 1である。また、xと yに正の相関があるとき r > 0であり、

xと yに負の相関があるとき r < 0である。
なお、xと yに正の相関があるからといって、両者の間に因果関係があ
るとは限らない。

例 29 人がある健康食品を買う回数と、風邪をひく回数に正の相関がみ
られたとする。これから「その健康食品を食べると、風邪をひきやすく
なる」と判断してよいか？

例 30 ある学部で、クラスの中でメガネをかけている学生の割合と、学
力テストのクラス平均の結果に正の相関がみられたとする。これから「メ
ガネをかければ頭がよくなる」と判断してよいか？
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納豆 (納豆を食べればダイエット効果がある)、サカナサカナサカナ（魚
を食べれば頭がよくなる）。。。
また、場合によっては外れ値を取り除いて相関係数を計算しなおして

みるとよい結果を得られることがある。

例 31 肥満比率と心臓病死亡者数 (r = 0.3658, 0.3423)

交絡
交絡（こうらく、英: Confounding）は、統計モデルの中の従属変数と

独立変数の両方に（肯定的または否定的に）相関する外部変数が存在す
ることである。世の中、単純な相関関係、因果関係ばかりではない。
交絡変数は想定される原因と結果の両方に関連している。交絡因子は

原因と結果の中間に位置することはない。AがCの原因と想定されると
き、交絡変数BはAを原因として起きるのではないし、またBによって
常にCが起きるとは限らない。このような場合、ある結果について 2つ
以上の要因が考えられ、それぞれの原因がどの程度結果に影響している
か区別できない。
数学的には、3つ以上の因子が「三つ巴」ないしそれ以上になっている

状態を表現している。（現実にはこのような状態が ‘普通’である。以下の
「重回帰」を参照。）
例えば、女性であることは常に喫煙の原因とはならないし、喫煙が常

に癌の原因とは限らない。従って、女性であることと癌になることの因
果関係を研究する際には、喫煙を考えられる交絡因子として考慮すべき
である。
日本疫学会による定義では、ある因子が交絡因子となるためには次の

3つが成立していることが条件である:

(1) その因子は結果に影響する
(2) その因子は要因（原因）との関連がある
(3) その因子は要因（原因）と結果の中間因子ではない
例:以下、A:要因＝高血圧、C:結果＝高収入　とする。
ここで [ A =⇒ C ] は直接生じそうにないが、B:交絡因子=年齢 が

あると A, Bのもとで Cは生じそうで、実際に観察される。ただし [　
A =⇒ B =⇒ C　]は成り立たない ((3))。
同じような例に
A:コーヒーをよく飲む
B:喫煙をする
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C:心筋梗塞になりやすい
という例がある。また、A, Bは同じで
C:膵癌（すいがん）
という例が観察されている。

日本たばこ（株）「Seven Stars」パッケージ（表面）より：疫学的な推
計によると、喫煙者は心筋梗塞により死亡する危険性が非喫煙者に比べ
て約 1.7倍高くなります。

また、このような場合、背景にある特性が異なるデータ群がひとつの
データの中に混在していると、本当は関連の無い要因の間に見かけ上の
「相関関係」が生じることがある（擬似相関）。

擬似相関の例 ある街でのアイスクリームの売り上げを考える。アイス
クリームの売り上げが最も高い時期には、プールでの溺死事故も最も多
い。アイスクリームの売り上げ増が溺死増の原因（あるいは結果）であ
ると主張することが、2つの事象間の擬似相関を暗に想定していることに
なる。実際には、猛暑が両方の原因であろう。猛暑は見えない潜在変数
の例である。
別の例として、オランダの統計で、赤ん坊の出生数とコウノトリの数
に正の相関が見られるという事例がある。もちろん、それらに因果関係は
なく、おそらく両方が 9か月前の天候と相関しているだけと考えられる。

医学的な例。飲酒（expoure）と末期腎不全（outcome）の間に強い関
連性が認められたとする。しかし、飲酒習慣のある人には、喫煙している
人が多いため、末期腎不全を発症しやすいかもしれない。あるいは飲酒
習慣のある人にはメタボリック症候群の人が多いため、末期腎不全を発
症しやすいのかもしれません。喫煙とメタボリック症候群は、飲酒とも末
期腎不全とも関連している交絡因子なので、飲酒（exposure）と末期腎不
全（outcome）の関係を検証するためには、交絡因子である喫煙とメタボ
リック因子の存在を考慮しなければならない。(cf. http://www.med.osaka-

u.ac.jp/pub/kid/clinicaljournalclub14.html)

最近の遺伝子解析 (bio informatic)では、遺伝子Aがあって遺伝子Bが
ない時に限り遺伝子Cが働く、という例が知られている。この場合、遺
伝子Bが交絡因子である。

ジブリの呪い
現実世界には疑似相関（因果関係はない）なのか、解明されていない
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因果関係があるのか不明なこともある。例えば、株式市場には、理屈で
は説明のつかないさまざまな経験則が存在する。
日本テレビ放送網（以下「日テレ」と表記する。）では、毎週金曜日に

金曜ロード SHOW!（金曜ロードショー）という枠を設けており、この枠
において、日テレおよび読売テレビや中京テレビなどの日テレ系各局で
は、スタジオジブリが制作したアニメ映画を放送することがある。一方、
金融市場では、2010年 1月から 2013年 7月までに、ジブリ作品は 24回放
映されているが、そのうち 2/3近い回数で放映日翌日以降の最初の取引
日には東京市場の為替相場で円高が起こり、約半数の場合で株価が下落
しているほか、各種統計調査の結果の内容も芳しくないものがかなりの
割合で出されることが多いとされている。この両者の相関関係から、ジ
ブリ映画が放送されるたびに、東京市場では株式市場や外国為替相場が
大荒れになるという噂が、2008年頃から株や市況を生業にしている人た
ちの間の一部で盛んに叫ばれるようになった。
ジブリ作品の放映される日の翌日以降の最初の取引日には、株価や為

替相場が荒れる（株安・円高になりやすい）ことが多いという現象をジ
ブリの呪いという。
その中でも米国雇用統計が発表される日と、金曜ロードショーにおい

てジブリ作品が放映される日が重なる日は、とりわけ円高・株安に振れ
やすいと言われてもいるとされる。特に 2010年からの 3年間において、
米国雇用統計の発表と金曜ロードショーにおけるジブリ作品の放送日が
重なった日に限定すると、その 90%の日において、ジブリの呪いの通り
の結果となったとされる。この経験則は 2006年頃からインターネットの
掲示板を通して広まり、リーマン・ショックのあった 2008年から約 5年
間は、特に的中率が高いことで知られた 3。

3投資家はこのアノマリーについてどのような反応を示しているかというところに目
を向けると、ジブリを金曜日に放送することはドル円相場が荒れることに繋がるという
認識をファクターとして持っている者もおり、実際にリスクヘッジを目的として、投資
行動の一環として放送スケジュールを常にチェックしている者も居る [3]。また、プロの
ディーラーの中にもこの法則に従って投資行動を取っている者も居るほか、デイトレー
ダーや為替取引を楽しみながら行っている個人投資家にも、ジブリの呪いを信じ、大損
を避けるためにポジションを閉じる者も居る [3]。また、かつて産経新聞が調査したと
ころ外資系金融機関にも、単なる偶然と一蹴するには無理があるほどの的中率があると
して「結構まじめに悩んでいる」と回答した為替ディーラーが居るとのことである [5]。
(wikipedia)
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7.0.22 回帰直線

２つの変量の間に強い正の相関があるとき、データは散布図の上であ
る直線にそってばらついていると考えられる。そこで変量 xと yの間に

y = bx+ a

という１次関係を想定する。この直線を回帰直線という。
回帰直線は傾きと切片からなる。なお、回帰直線の傾きと相関係数は
直接関係はない（回帰直線の傾きが１より大きいことはありうる）。
回帰直線は xと yの点のばらつきを直線で代表させる。この考えが 8章

(8.0.24節)の最尤法に結び付く。
回帰直線を求めるために最小２乗法を用いる。すなわち、データ (xi, yi), i =

1, ..., nに対し、y方向の変位を表す変量

S(a, b) =
n∑

i=1

(yi − a− bxi)
2

を考え、S(a, b)を最小にする (a, b)を求める。
そのため、a, bを α, βと書き、S(α, β)を α, βについて偏微分して極値
を求める。つまり、a, bは連立１次方程式

a
n∑

i=1

1 + b
n∑

i=1

xi =
n∑

i=1

yi, a
n∑

i=1

xi + b
n∑

i=1

x2
i =

n∑
i=1

xiyi

の解である。
回帰直線は各点との距離の和（高校でやった）を最小にする直線では
ない。
通常、目的変数 yが 1つの説明変数 xで説明される（回帰直線が引け
る）ことは少なく、複数の説明変数 x1, x2, ..., xnにより

y = a+ b1x1 + ...+ bnxn + (誤差項)

の形で説明される。このような分析を重回帰分析という。
x1, ..., xnを説明変数という。この場合の相関係数を重相関係数という。
右辺は必ずしも 1次関数でなくともよい。
ただし、重回帰係数の求め方は、複数の要因のせいで、簡単でない。実
際、n ≥ 2のとき、変数 xj の係数 bj は、単回帰（y = b′jxj + c）の場合
の係数と異なってくる。（この bjを偏相関係数という。）これは説明変数
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x1, ..., xnの間に一般には「交絡」があるためである。数学的には係数 bj
が x1, .., xj−1, xj+1, ..., xnの関数になることである。

具体的な重回帰係数の求め方 (n = 2)

データ
xi = (xi,1, xi,2), yi, i = 1, ..., n

ȳ =
1

n

n∑
i=1

yi

x̄1 =
1

n

n∑
i=1

xi,1

x̄2 =
1

n

n∑
i=1

xi,2

ŷ = a0 + a1x1 + a2x2が 求めたい回帰直線である。

L(a1, a2) =
n∑

i=1

(yi − ŷ)2 =
n∑

i=1

(yi − (a0 + a1xi,1 + a2xi,2))
2

とおく。Lの最小となる a1, a2を、

g(a1, a2) = ȳ − a1x̄1 − a2x̄2 − a0 = 0

という条件の下でもとめる。
a1, a2 を Lの変数と思うと、ラグランジュの未定乗数法が使える。

F (λ, a1, a2) = L(a1, a2)− λg(a1, a2)

とおいて

(
∂F

∂λ
,
∂F

∂a1
,
∂F

∂a2
) = (0, 0, 0)

これより
n∑

i=1

(yi − (a0 + a1xi,1 + a2xi,2)) = 0

−2
n∑

i=1

xi,1(yi − (a0 + a1xi,1 + a2xi,2)) + λx̄1 = 0
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−2
n∑

i=1

xi,2(yi − (a0 + a1xi,1 + a2xi,2)) + λx̄2 = 0

これらを整理すると a0 を消去して

a1

n∑
i=1

(xi,1 − x̄1)
2 − a2

n∑
i=1

(xi,1 − x̄1)(xi,2 − x̄2) =
n∑

i=1

(xi,1 − x̄1)(yi − ȳ)

−a2
n∑

i=1

(xi,2 − x̄2)
2 + a1

n∑
i=1

(xi,1 − x̄1)(xi,2 − x̄2) =
n∑

i=1

(xi,2 − x̄2)(yi − ȳ)

とし、a1, a2 をもとめることができる。
a0は

a0 = ȳ − a1x̄1 − a2x̄2

からもとめる。
こうして直線 ŷ = a0 + a1x1 + a2x2 がわかる。
3変数以上 ŷ = a0 + a1x1 + a2x2 + ...+ amxm の場合も同様である。

また、重回帰モデルを作るとき、n変数の曝露の様子 (E = 1:曝露あり、
E = 0:曝露なし)に応じたモデル化をしなければならない。下の例 1で
は、「自販機でのタバコの年齢制限」がこれに当たる。

この辺の詳しい説明は
http://www.snap-tck.com/room04/c01/stat/stat07/stat0702.html

https://bellcurve.jp/statistics/blog/14329.html

を見てください。

例 1　コンビニの売り上げ予想
ファミマの業績
コンビニエンスストアのファミリーマートを利用する。営業利益は 430

億である。目的変数は営業利益のことであり、説明変数は売上と「店舗
数」である。
エクセルの分析ツールを使い、営業利益を、重回帰分析で説明変数に
売上と店舗数を使って求めてみる。
計算方法
営業利益＝営業総収入係数×当期売上高 (営業総収入)＋店舗値１係数
×当期の店舗数＋切片
重相関係数R = 0.7229445
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期 営業総収入　　 　　店舗数 　　 　　営業利益

2003年 2 月期 217,467 5440 27,920

2004年 2 月期 228,977 5,682 29,092

2005年 2 月期 252,900 5,882 30,868

2006年 2月 期 276,442 6,139 32,661

2007年 2 月期 297,849 6,393 29,608

2008年 2 月期 319,439 6,596 31,214

2009年 2 月期 287,342 6,139 36,532

2010年 2 月期 278,175 7,025 33,530

2011年 2 月期 319,889 7,394 38,223

2012年 2 月期 325,000 7,896 ?

観測数 9

ただし、重相関係数は実際に観測された目的変数の値と、重回帰式を
あてはめて計算した推定値（理論値）との相関係数である。
結果は、
分折予想 38,034

実績 43,000

であった。
重回帰分析でけっこうハズレたが、これは今期、企業内努力でコスト

を削減したか、売上の単価が上がったことが要因だと思う。今回は説明変
数を２つにしたが、営業利益に関することなら３つでも４つでもできる。
例えば、コンビニの売上を増加させた自販機でのタバコの年齢制限は

２００８年の７月から施行された。これは説明変数として確実に使える。
この場合施行以前を０として、施行後を１とする。
重相関計数R = 0.924134

観測数 9

結果は、
分折予想 34,127

実績 43,000

であった。
分析予想が余計に実績値からハズレた、と思うかもしれないが、重相

関係数Rが 0.92というのは、この営業総収入と店舗数、タバコ制限が営
業利益に与える影響が大きいことを指している。つまり今期の営業利益
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期 営業総収入　　 　　店舗数 タバコ制限　　 　　営業利益

2003年 2 月期 217,467 5440 0 27,920

2004年 2 月期 228,977 5,682 0 29,092

2005年 2 月期 252,900 5,882 0 30,868

2006年 2月 期 276,442 6,139 0 32,661

2007年 2 月期 297,849 6,393 0 29,608

2008年 2 月期 319,439 6,596 0 31,214

2009年 2 月期 287,342 6,139 0.5 36,532

2010年 2 月期 278,175 7,025 1 33,530

2011年 2 月期 319,889 7,394 1 38,223

2012年 2 月期 325,000 7,896 1 ?

は、過去最高にコスト削減が成功したか、売上の単価が上がったことを
意味している。
事実、会社の発表によると単価が上がったとしている。（タバコを買う
客がついでに他の商品を買う;たとえば「タバコと一緒に缶コーヒーも」。
一方、2011年頃からコンビニチェーン各社がドリップコーヒー機を導入。
缶コーヒーよりも安価な 100円で「挽きたて入れたてコーヒーが飲める」
とヒット商品となり、これも単価が上がる要因になったといわれている。)

例 2　プロ野球選手の年俸の予想　（森川 (2020)）
プロ野球セリーグの野手に対する年俸予想 (2020-2021)

説明変数：
・2019年度 (昨年度)の年俸
・チーム (ダミー変数): YB = 0 or = 1

・年齢
・プロ入りからの年数
・打率　
・試合数
・打席数
・安打数
・本塁打数
・打点
・盗塁
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・OPS = 出塁率 ＋ 長打率
・仮想打点数 = （奪った塁数 － 失った塁数）÷ 4

・脱塁率 (D) = （塁打数 ＋ 四死球数 ＋ 盗塁数 － 盗塁死数 － 併殺
打数） ÷ 打席数

応答 f ：2020年度のセ・リーグ野手の年俸
下記は直線回帰を拡張して 3次関数までゆるした推計である。

推計結果

f(x) = 8379.6 + 0.9(昨年年俸− 4100)− 0.8(5500−昨年年俸)

−6.0(65−仮想打点) + 941(仮想打点− 65)

−0.5Y B(昨年年俸− 5500) + 728Y B(仮想打点-65)

−0.05(昨年年俸− 5500)年齢+ 6.0(昨年年俸− 5500)打率

+2.14 ∗年数 (仮想打点− 65)− 12(仮想打点− 65)安打数

−0.6D(昨年年俸− 5500)打率− 0.003 ∗昨年年俸 ∗年数 (仮想打点− 65)

データ引用：こちら，プロ野球人事部 (http://home.a07.itscom.net/kazoo/pro/pro.htm)

調整：
(a)仮想打点が 65点以上の選手は，1本当たり 941万円の増額 (YBは

更に 728万円の増額)

(b)仮想打点が 65点未満の選手は，65点よりも 1点少なくなるにつれ
て 60万円の減額
(c)プロ入りしてからの年数が長くなると，さらに追加支給 (ただし，年

俸が高い場合には下方修正)．
その他，打率は昨年年俸との交互作用として増額される (ただし，中日

は他球団に比べて評価は低い)．

予想と結果
貰いすぎ選手トップ 10（次頁）
少なすぎ選手トップ 10（次次頁）

なお、この時の係数 0.9,−0.8,−5.0, ...がどれほど有効かを調べるため
には、t-検定を用いる（９章参照）。
2000年代初頭、米国のオークランド・アスレチックスは、セイバーメ

トリクスと呼ばれる上記のような統計学的手法を用いて、貰いすぎ選手
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名前 チーム　　 　　年俸 予測年俸　　 　　差

坂口智隆 YS 11,500 5,500 6,000

會澤翼 C 18,000 12,922 5,078

炭谷銀仁朗 G 15,000 11,476 3,524

伊藤光 YB 11,000 7,721 3,279

大野奨太 D 10,000 7,043 2,957

小林誠司 G 10,000 7,127 2,873

アルモンテ D 15,000 12,300 2,700

近本光司 T 4,500 1,971 2,529

梅野隆太郎 T 10,000 7,947 2,053

大島洋平 D 25,000 23,618 1,382

と少なすぎ選手をトレードし、MLB随一の貧乏球団をプレーオフ常連の
強豪チームに作り上げた。その様子は映画：『マネー・ボール』(2011)に
なった。セイバーメトリクス (SABRmetrics, Sabermetrics) とは、野球
においてデータを統計学的見地から客観的に分析し、選手の評価や戦略
を考える分析手法である。
これに続いて、2010–2012年には、ピッツバーグ・パイレーツ（マイ
ナー球団）がセイバーメトリクスを活用し、内野手の守備位置を動かす
ことにより守備防御点を稼いだ。その様子は「ビッグデータ・ベースボー
ル」(2016年、角川書店)に書かれている。

具体例
ホームラン (HR)1本にどれだけの価値があるか
HRを打てば打者は塁を 1周しチームは少なくとも 1点を得る。しか
しそれだけではない。たとえば、HRを打ったとき、2塁に走者がいれば
チームは 2点を得て、アウト数は減らない。これにより、このHR1本は、
チームにとりこの試合の勝利に大きく貢献することになる。
打者がHRを打つとき、1,2,3塁に走者がいるかどうは確率の問題にな
る。(i, j, k), i, j, k = 0, 1で、1,2,3塁に走者がいるかどうかを表す。たと
えば (0, 1, 0)は 2塁（のみ）に走者がいることを表す。(0, 0, 0)ならば単
独HRである。
表にすると
となる。期待値

∑8
j=1 jpjがHR1本にどれだけの価値である。

同じような分析から、試合において重要なのは出塁率と長打率であり、
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名前 チーム　　 　　年俸 予測年俸　　 　　差

川端慎吾 YS 4,000 8,582 -4,582

中島宏之 G 2,000 5,904 -3,904

中村悠平 YS 9,000 12,350 -3,350

松山竜平 C 8,500 11,181 -2,681

高井雄平 YS 8,500 12,529 -2,529

藤井淳志 D 4,200 6,521 -2,321

上本博紀 T 4,800 6,554 -1,754

大山悠輔 T 4,700 6,178 -1,478

野間峻祥 C 3,400 4,876 -1,476

平田良介 D 18,000 19,294 -1,294

表 7.1: HR1本の価値
走者の配置 場所 (0,0,0) 場所 (0,1,0)　 場所 (1,0,0)　 場所 (0,0,1)

確率 p1 p2 p3 p4
得点 1 2 2 2

打点には統計的意味が薄いことがわかっている。

問　題

問 29 次の数値は健常成人 50人の血糖値データ (g/dl)である。このデー
タをもとに度数分布表を作れ。また、箱ひげ図を作成せよ。
108, 94, 87, 88, 91, 81, 86, 87, 87, 87

79, 92, 87, 97, 84, 86, 96, 89, 96, 93

92, 89, 79, 94, 79, 70, 82, 89, 93, 89

88, 114, 93, 102, 92, 82, 109, 98, 93, 107

96, 120, 100, 103, 87, 87, 82, 107, 74, 85

場所 (1,1,0)　 場所 (0,1,1)　 場所 (1,0,1)　 場所 (1,1,1) 計

p5 p6 p7 p8 1

3 3 3 4
∑

j jpj
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問 30 売り上げ
150円、150円、155円、155円、155円、160円、160円、160円、160

円、165円
の平均値、中央値、分散をもとめよ。

問 31 次の数値はある病院における 10人の患者の血圧データ (mmHg)で
ある。このデータの箱ひげ図を作成せよ。
118, 148, 128, 141, 139, 120, 125, 123, 134, 144

問 32 次の数値はある都市における 10日間の最高気温 (◦ C)である。こ
れから平均値、分散、最頻値、中央値を求めよ。
26, 27, 27, 28, 28, 28, 28, 27, 26, 25

問 33 次の表（次ページ）は A組と B組における英語の試験の結果で
ある。
（１）各組の平均値mA,mBおよび標準偏差 sA, sBを求めよ。
（２）各組について、mA − sAとmA + sAの間、および、mB − sBと

mB + sBの間の点数をとる人数をそれぞれ求め、さらにこれらの全体に
対する割合を言え。
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組 点数 度数
A 0 0

A 10 1

A 20 1

A 30 4

A 40 3

A 50 4

A 60 6

A 70 8

A 80 9

A 90 3

A 100 1

B 0 0

B 10 0

B 20 2

B 30 6

B 40 2

B 50 7

B 60 8

B 70 4

B 80 7

B 90 1

B 100 3

問 34 組A,Bで試験を行ったところ下のようになった。このとき生徒全
体の平均値と標準偏差を求めよ。
組 人数 平均 標準偏差
A 45 58 20

B 55 60 22

問 35 A組は p名からなり平均点は a点、B組は q名からなり平均点は b

点であった。両組をあわせての平均を式で表せ。

問 36 次の表（次ページ）は世界各地の年平均気温と人口 1万人あたり
の死亡率である。気温と死亡率との相関係数をもとめよ。
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地名 気温 死亡率
ストックホルム 7 11

ベルリン 9 13

東京 14 13

長崎 16 16

カイロ 21 24

マドラス 28 36

問 37 変量 xと yを５人で測定した結果が次の表のようになった。

番号 x y

1 1 5

2 2 7

3 3 1

4 4 3

5 5 9

(1) xと yの平均と標準偏差を各々求めよ。
(2) xと yの相関係数を求めよ。
(3) xと yの回帰直線を求めよ。

問 38 6人の学生のGPA(範囲:0-4)、大学入試成績 (範囲:0-600)、入学後
科目試験成績 (範囲:0-100)は次のようである。

番号 GPA 大学入試成績 入学後科目試験成績
1 1.7 550 40

2 2.3 350 60

3 2.8 400 70

4 3.1 450 80

5 3.4 500 90

6 3.8 600 80

目的変数 yをGPA、説明変数 x1を大学入試成績、x2を入学後科目試験
成績として回帰式 y = a + b1x1 + b2x2をたてる。係数 a, b1, b2を求めよ。
ただし、大学入試成績と入学後科目試験成績の間には交絡因子はないと
する。
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8.0.23 推定の一般論

ある集団を母集団とよぶ。ここからn個のデータX1, ..., Xnをとる。こ
れを標本とよぶ。標本から全体の特徴をしようとすることを標本調査と
いう。また、母集団から標本をぬき出すことを抽出といい、母集団に含
まれる要素の個数を標本の大きさという。
母集団から偏りのない標本を抽出するためには、乱数さい（とよばれ
る特別なさいころ）やコンピュータに発生させた乱数などを用いる。こ
のような標本の抜き出し方を無作為抽出という。なお、母集団から標本
を抽出するとき、抽出のたびに要素を元に戻し、あらためて次を抽出す
る方法を復元抽出という。一方、元に戻さないで続けて抽出する方法を
非復元抽出という。
X1, ..., Xnはどのような値を取るか事前にはわからないので、これを独
立同分布な確率変数とみて、E[Xi] = m, i = 1, 2, ..., n、V (Xi) = v, i =

1, 2, ..., nとする。ただし、mの値は未知。mを母平均、vを母分散とよぶ。

例 32 母集団の総数をN、標本数を nと表す。
(1) 家計調査 N =約 2700万、n =8000

(2) 労働力調査　 N =約 1.2億、n =40000

(3) 賃金構造基本調査　 N =約 3000万、n =140万
(厚労省の賃金統計の集計に不正が発覚し、数値が削除された公表資料
毎月勤労統計調査 (2009/1))

問題はデータX1, ..., Xnから母平均m（または母分散 v）を推定するこ
とである。なお、母分散の正の平方根を母標準偏差という。

8.0.24 点推定

問題はデータX1, ..., Xnから母平均mを推定することである。
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X̄ =
X1 + ...+Xn

n

を標本平均という。
ここで、標本平均を使って母平均を推定する。つまり、データの値が

Xi = xi, i = 1, ..., nのとき、mの推定値を

X̄|X1=x1,...,Xn=xn =
x1 + ...+ xn

n

とする。
ここで、

E[X̄] =
1

n
E[X1 + ...Xn] =

1

n
nm = m

である。また、X1, ..., Xnは独立であるから

V (X̄) =
1

n2
(V (X1) + ...+ V (Xn)) =

n

n2
v =

1

n
v

である。
このようにデータの関数としてある値を推定する方法を点推定という。

点推定の例
47都道府県にある映画館の合計スクリーン数の点推定を行ってみます。

47都道府県全てのデータを調べるのは面倒なので、無作為に 10都道府県
のデータを抽出しました。
これら 10都道府県にある映画館の合計スクリーン数の平均は「93.8」

でした。この「93.8」を 47都道府県（＝母集団）の平均値（つまり母平
均）と見なしてしまおう、とするのが母平均の点推定です。

点推定は簡便であるが次のような推論のリスクがある。

例 33 10円玉をn回投げて表の出る回数を数える試行をおこなう。Xi = 1

（表が出た場合）、Xi = 0（裏が出た場合）とし、X = X1 + ... + Xnと
おく。
場合１ n = 10で 5回表が出た場合
x̄ = X̄|X1=x1,...,Xn=xn = 5

10
= 1

2
である。

場合２ n = 10000で 4998回表が出た場合
x̄ = X̄|X1=x1,...,Xn=xn = 4998

10000
∼ 1

2
である。
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２つの場合の推定値はともにおよそ 1
2
であるが、推定の精度が高いの

は場合２のほうであろう。点推定ではこの違いを結果に反映させること
ができない（誤差評価がない）。

点推定の例（I)　-　不偏推定量

ある値 θの推定値としてデータのある関数 T (X1, ..., Xn) の実現値をと
る。上の例では θ = mであり、T (x1, ..., xm)が θの推定値である。
（１）limn→∞ T (X1, ..., Xn) = θとなるものを一致推定量という。
（２）E[T (X1, ..., Xn)] = θとなるものを不偏推定量という。

一致推定量については、左辺の n をいくつにすれば θとの誤差がいく
つ以下になるか、という判断基準が一般にはない。(定量評価ではない。)

不偏推定量については、左辺の平均が θ になると言っているだけで、
各々の T (X1, ..., Xn)の値は θに近い保証はない。

例 34 上の例では T (X1, ..., Xn) =
X1+...+Xn

n
= X̄ととると、

E[T (X1, ..., Xn) =
1

n
(E[X1] + ...+ E[Xn])

=
1

n
(m+ ...+m) = m

であるから、X̄はmの不偏推定量である。
一方、vの不偏推定量は

Ŝ2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

である。これを不偏標本分散という。

証明

S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2

とおく。E[S2] = n−1
n
vを示す。そうすれば

E[Ŝ2] = E[
n

n− 1
S2] = v
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であることがわかる。

S2 =
1

n

∑
i

(Xi − X̄)2 =
1

n

∑
i

(Xi −m+m− X̄)2

=
1

n

∑
i

(Xi −m)2 +
2

n
(m− X̄)

n∑
i=1

(Xi −m) + (m− X̄)2

ここで第 2項= 2(m− X̄)( 1
n

∑
iXi − n

n
m)

= 2(m− X̄)(X̄ −m) = −2(m− X̄)2

これより

S2 =
1

n

∑
i

(Xi −m)2 − (m− X̄)2

したがって

E[S2] = E[
1

n

∑
i

(Xi −m)2]− E[(m− X̄)2]

=
1

n
· n · E[(Xi −m)2]− V (X̄)

= v − v

n
=

n− 1

n
v

ここで V (X̄) = 1
n
vであることを使った。

例題 (点推定の例)：
無作為に抽出された 10都道府県の合計スクリーン数のデータがある。

No. 1番 2番 3番 4番 5番 6番 7番 8番 9番 10番

都道府県 兵庫 大阪 奈良 岩手 千葉 茨城 福岡 山梨 滋賀 鳥取
全スクリーン数 126 224 34 25 199 89 178 14 38 11

(cf. 愛媛　 59)

47都道府県にある映画館の合計スクリーン数の点推定を行ってみる。
47都道府県全てのデータを調べるのは面倒なので、無作為に 10都道府県
のデータを抽出した。
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これら 10都道府県にある映画館の合計スクリーン数の平均は「oo.o」
であった。この「oo.o」を 47都道府県（＝母集団）の平均値（つまり母
平均）と見なしてしまおう、とするのが母平均の点推定である。

練習問題
(0) 47都道府県における、都道府県毎のスクリーン数の点推定を行え。
(1) ある中学校の 1年生 300人からランダムに選んだ 10人の英語のテ
ストの点数は次のとおりである。この結果から、学年全体の平均点と不
偏分散を求めよ。
データ：80　　 75　　 40　　 100　　 95　　 55　　 80　　 85　　

70　　 65

(2) ある中学校の 1年生 300人からランダムに選んだ 10人の 50m走の
タイムは次のとおりである。この結果から、学年全体の平均タイムと不
偏標準偏差を求めよ。
データ：7.0　　 6.2　　 8.3　　 10.0　　 9.1　　 6.8　　 7.4　　 8.5

　　 9.2　　 7.9

点推定の例（II)　-　最尤法

未知のパラメータ θ（θ = m, vなど）を含む nこのデータ x1, ..., xnが
与えられたとする。さらに各々の xiが出現する確率は p(xi; θ)とする（既
知）。このとき

L(θ) = p(x1; θ) · · · p(xn; θ)

を尤度関数（ゆうどかんすう）という。
基本的な考え方：「現実の標本は θの値に関して最大確率となるものが
出現した」と考える。そこで L(θ)を最大にするような θの値 (= θ̂)を θ

の推定値とする。このような θ̂を θの最尤推定量（さいゆうすいていりょ
う）という。L′(θ) = 0を尤度方程式という。

例題 17 インチキな硬貨を 5回投げたら、

H,H,H,H, T

とでた。この硬貨を 1回投げてHがでる確率 θを推定せよ。
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解 17

p(H; θ) = θ, p(T ; θ) = 1− θ

であるから、L(θ) = θ4(1− θ)。これを最大にする θを θ̂とおくと、

L′(θ) = 4θ3(1− θ) + θ4(−1)

= θ3(4− 4θ − θ) = θ3(4− 5θ)

よって

L′(θ) = 0 ⇐⇒ θ =
4

5

よって θ̂ = 4
5
。

尤度関数L(θ)について ∂
∂θ
L(θ) = 0をとけば最大推定点 θが求められる

が、積関数の微分は面倒なので、l(θ) = logL(θ)について ∂
∂θ
l(θ) = 0を解

く方が便利である。

例題 18 平均が µ，分散が σ2である正規分布に独立に従う乱数を生成し
たところ，出力は x1, x2, ..., xn であった。このとき µと σ2を最尤法で推
定せよ。

解 18

p(x) =
1√
2πσ2

exp(−(x− µ)2

2σ2
)

とおく。
L(µ, σ2) = p(x1) · · · p(xn)とおく。

L(µ, σ2) = (
1√
2πσ2

exp(−(x1 − µ)2

2σ2
)) · · · ( 1√

2πσ2
exp(−(xn − µ)2

2σ2
))

にたいし
∂L

∂µ
= 0,

∂L

∂σ2
= 0

となるものを探せばよい。L(λ) > 0なので

(∗) ∂

∂µ
logL = 0,

∂

∂σ2
logL = 0
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となるものを探せばよい。

logL(µ, σ2) = log{( 1√
2πσ2

)n exp(−(x1 − µ)2 + · · ·+ (xn − µ)2

2σ2
)}

= −n

2
log 2π − n

2
log σ2 − (x1 − µ)2 + · · ·+ (xn − µ)2

2σ2

より、条件 (∗)は

0 =
(x1 + · · ·+ xn)− nµ

σ2

0 = − n

2σ2
+

(x1 − µ)2 + · · ·+ (xn − µ)2

2σ4

となる。これより

µ =
1

n
(x1 + · · ·+ xn) = x̄,

σ2 =
1

n
{(x1 − x̄)2 + · · ·+ (xn − x̄)2} = v

となる。
2変数の極値問題ではこれだけでは (µ, σ2)のとき logLが最大になるか
どうか何とも言えない。しかし ∂

∂µ
logLの形から、どんな σ2に対しても

µ = x̄のとき logLが最大になることがいえる。一方、 ∂2

∂σ2 logLは σ2 = v

の時のみ 0となるので、(µ, σ2) = (x̄, v)のとき logLは最大となる。

例 35 ポアソン分布

p(x) =
λx

x!
e−λ, x = 0, 1, 2, ..., λ

とおく。L(µ, σ2) = p(x1) · · · p(xn)とおく。

L(λ) = (
λx1

x1!
e−λ) · · · (λ

xn

xn!
e−λ)

なので
∂L

∂λ
= 0

となるためには

0 = −n+
x1 + · · ·+ xn

λ
となる。これより

λ =
x1 + · · ·+ xn

n
= x̄

L(λ)が λ = x̄になることは簡単な計算よりわかる。
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練習問題
幾何分布 p(x) = q(1 − q)x−1, 0 < q < 1, x = 1, 2, ..., 指数分布 p(x) =

λe−λx, λ > 0, x > 0について、上と同じことを行え。

例題 19 袋の中に白球ばかりが何個か入っている。いま 50個取り出し、
それを赤球に替えて元に戻す。よくかき混ぜた後に 50個取り出したとこ
ろ、そのうち赤球は 5個であった。この袋に初めにあった白球の数を推
定せよ。

解 19 初めにあった白球の数をN とする。θ = N であり、尤度関数は

L(N) =
50C5 · N−50C50−5

NC50

となる。L(N)を最大にするN を求めるため、L(N)と L(N − 1)の比を
とると

L(N)

L(N − 1)
=

50C5 · N−50C50−5 · N−1C50

50C5 · N−50−1C50−5 · NC50

=
(N − 50)(N − 50)

N(N − 50− 50 + 5)

となる。
これより

• N ≤ 50 · 50/5 のとき L(N) は増加

• N = 50 · 50/5 のとき L(N) は最大

• N ≥ 50 · 50/5 のとき L(N) は減少

であることがわかる。よって N̂ = 50 · 50/5 = 500ないし 500 − 1 = 499

が最尤推定量である。

練習問題
(A)

(1) データX1, ..., Xn が独立に正規分布N(m,σ2) から得られていると
する．
(a) mの値はm = 0で既知のとき σ2 を推定する．分散の範囲が 1 ≤ σ2

　 ≤ 2 であることが分かっているとき，σ2 の最尤推定量 を求めよ．
(b) σ2 の値は既知としてmを推定する．期待値mの範囲が 0 ≤ m ≤ 1

であることが分かっているとき，m の最尤推定量 を求めよ．
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(2) データX1, ..., Xn が独立に指数分布Exp(λ) にしたがっているとす
る．このときパラメータ λ の最尤推定量 を求めよ．

(B)次の各場合データX1, ..., Xn は独立で [oo]分布にしたがうとする。
各場合について尤度関数と最尤推定量をもとめよ。
(I)[二項分布]

(1) 10 人中 3 人に発生したとき。
(2) 100 人中 20 人に発生したとき。
(3) 30 人中 5 人に発生したとき。
(4) 20 人中 13 人に発生したとき。
(5) 400 人中 7 人に発生したとき。
(6) n 人中 10 人に発生したとき
(II)[指数分布]

(1) 1 人のデータ x1 = 10 が得られたとき。
(2) 2 人のデータ x1 = 20;x2 = 22 が得られたとき。
(3) 3 人のデータ x1 = 20;x2 = 30;x3 = 40 が得られたとき。
(4) 4 人のデータ x1 = 0; x2 = 1; x3 = 2; x4 = 5 が得られたとき。
(5) 5 人のデータ x1 = 3; x2 = 20; x3 = 50;x4 = 18;x5 = 9 が得られた
とき。
(III)[正規分布（分散既知）]

(1) 1 人のデータ x1 = 100 が得られたとき (σ = 5)。
(2) 2 人のデータ x1 = 70;x2 = 90 が得られたとき (σ = 13)。
(3) 3人のデータx1 = 80; x2 = 130;x3 = 150が得られたとき (σ = 14)。
(4) 4 人のデータ x1 = 100; x2 = 120; x3 = 200;x4 = 120 が得られたと
き (σ = 10)。
(5) 5 人のデータ x1 = 90; x2 = 60; x3 = 70; x4 = 120;x5 = 110 が得ら
れたとき (σ = 15)。

8.0.25 区間推定

1.1　母平均mの推定

1．1．1　母分散が既知の場合
仮定：母分散 vの値は既知
X1, ...Xn(データ）は独立・同分布の確率変数とする。E[Xi] = m,V (Xi) =

v, i = 1, ..., n。
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X̄ = 1
n
(X1 + ...+Xn)とおくと、E[X̄] = m,V (X̄) = 1

n
vであった。こ

れより、 X̄−m√
v
n

は平均 0、分散 1である。中心極限定理より、n→∞のと

き、 X̄−m√
v
n

の分布は標準正規分布に収束する。つまり、任意の a, b, a < b,

に対し

lim
n→∞

P (a <
X̄ −m√

v
n

< b) =

∫ b

a

1√
2π

e−
1
2
x2

dx

これより、nが大きいとき、確率 P (a < X̄−m√
v
n

< b)は、

I(a, b) =

∫ b

a

1√
2π

e−
1
2
x2

dx

に近い。
これを使って、データX1 = x1, ..., Xn = xnが与えられたとき、確率変

数 X̄ = 1
n
(X1 + ...+Xn)が a < X̄−m√

v
n

< bを満たすという事象の確率を以

下のように推定できる。

例 36 1から 999までの間の奇数の乱数を 20個発生させて、数値の標本
平均 X̄を計算する。この場合、母集団は 1から 999までの奇数であるか
ら母平均 500、母分散 2892である (問これを示せ)。よって

E[X̄] = 500, V (X̄) =
2892

20
∼ 652

である。n = 500は十分大きいので、a = −1.96, b = 1.96ととると、

P (−1.96 <
X̄ − 500√

2892

20

< 1.96) ∼ I(−1.96, 1.96) = 0.95

となる。

I(a, b)で、aと bは近いほうがmの推定値としてシャープであるが、そ
ういう確率は小さい。一方、a → −∞, b → ∞とすれば確率を上げるこ
とができるが、そうすると a < X̄−m√

v
n

< bという主張は意味がない。

そこで妥協策として、a = −1.96, b = 1.96ととると、

I(a, b) ∼ 0.95
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である。そこで次のように考える。

(1)− 1.96 <
X̄ −m√

v
n

< 1.96 となる確率はほぼ 0.95である

(2) したがって

m− 1.96

√
v

n
< X̄ < m+ 1.96

√
v

n

となる確率はほぼ 0.95である。
ここで得られたデータX1 = x1, ..., Xn = xnは、この確率 0.95の事象
が出現した結果だと思おう。（本当にそうかどうかはわからない。そこは
ギャンブルである。ここではデータX1 = x1, ..., Xn = xnは確率 0.95の
方のデータだと信じる（賭ける）ことにする。）
（３）こうすると

(∗) m− 1.96

√
v

n
< x̄ < m+ 1.96

√
v

n

つまり

(∗′) x̄− 1.96

√
v

n
< m < x̄+ 1.96

√
v

n

が得られる。このことを、統計では「信頼係数 95%で母平均mの信頼区
間は [x̄ − 1.96

√
v
n
, x̄ + 1.96

√
v
n
]である」という。なお信頼係数のことを

信頼度ともいう。これは、粗く言えば「その区間推定が正しい確率」で
ある。
やや詳しく言えばつぎのようになる。X̄ は変数であるから、(∗′)の区
間は X̄の実現値 x̄の値によって変わってくる。しかし 95%の確率でこの
区間はmを含む、つまり (∗′)が成り立つ、といえる。
推論のリスクをもっと減らしたい場合には、a, bを0からもっと離してと
ればよい。たとえば、a = −2.58, b = 2.58ととれば、I(a, b) = 0.99である。
よって「信頼係数 99%で母平均mの信頼区間は [x̄−2.58

√
v
n
, x̄+2.58

√
v
n
]

である」ということになる。この場合、区間の長さはより長くなる。し
かし、あまり長いと意味がない。
なお、(*), (*’)における信頼区間の長さは

√
1
n
に比例する。つまり同

じ信頼係数で信頼区間の長さを 1
10
にするには、データを 100倍取らない

といけない。
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例題 20 松山市のある水田に植えられた稲の穂 100本について、１穂あ
たりの米粒数を数えたところ標本平均 71.7粒であった。1穂あたりの粒
数の分散は (19.1)2であることがわかっている。この水田の稲の１穂あた
りの粒数を信頼係数 95%で推定せよ。また信頼係数 99%の場合はどうな
るか。

解 20 x̄ = 71.7, v = (19.1)2, n = 100である。信頼係数 95%なので、信
頼区間は

[x̄− 1.96

√
v

n
, x̄− 1.96

√
v

n
] = [71.7− 1.96

√
(19.1)2

100
, 71.7+1.96

√
(19.1)2

100
]

= [71.7−1.9619.1
10

, 71.7+1.96
19.1

10
] = [71.7−1.96×1.91, 71.7+1.96×1.91]

= [67.96, 75.44]

である。
同様にして、信頼係数 99%の場合には、

[x̄− 2.58

√
v

n
, x̄+ 2.58

√
v

n
] = [71.7− 2.58× 1.91, 71.7 + 2.58× 1.91]

= [66.62, 76.78]

である。

練習問題
(1)日本人男性 100人をランダムに選んで身長を測定したところ、平均

値は 172cmであった。日本人男性の平均身長の 95％信頼区間を求めよ。
ただし、日本人男性の身長の母分散は 5.52であるとし、日本人男性の身
長は正規分布に従うものとする。
(2)日本人男性 100人をランダムに選んで体重を測定したところ、平均

値は 67kgであった。日本人男性の平均体重の 90％信頼区間を求めよ。た
だし、日本人男性の体重の母分散は 9.02であるとし、日本人男性の体重
は正規分布に従うものとする。
(3)日本人女性 100人をランダムに選んで体重を測定したところ、平均

値は 49kgであった。日本人女性の平均体重の 99％信頼区間を求めよ。た
だし、日本人女性の体重の母分散は 6.02であるとし、日本人女性の体重
は正規分布に従うものとする。
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問 39 過去の資料から 18歳男子の身長の標準偏差は 5.8cmであることが
知られている。18歳男子の身長の平均値を信頼係数 95%で推定するため
に何人かを抽出したい。信頼区間の長さを 2cm以下にするためには何人
以上を調査する必要があるか。

1．1．2　母分散 vが未知の場合
上で述べたように S2 = 1

n

∑n
i=1(Xi − X̄)2とおくと、E[S2] = n−1

n
vで

ある。したがって、Ŝ2 = 1
n−1

∑n
i=1(Xi− X̄)2にたいし、E[Ŝ2] = v。この

Ŝ2は、nが大きいとき、ほぼ標準正規分布に従うことが導ける。
そこで vを、Ŝ2の実現値

ŝ2 = Ŝ2|X1=x1,...,Xn=xn

で代用し、1．1．1の母平均の推定を行うことにする。
より正確には次のようになる：
（仮定）：X1, ..., XnがN(m, v)にしたがう
とき、

T =
X̄ −m√

Ŝ2

n

は、自由度 n− 1の t-分布 (これを t(n− 1)とかく)にしたがう。ここで、
「自由度 n− 1の t-分布」とは、密度関数が

f(x) =
Γ(n

2
)√

(n− 1)πΓ(n−1
2
)
(1 +

x2

n− 1
)−n/2

で与えられる確率分布である。
X1, ..., XnがN(m, v)にしたがうとき、X̄はN(m, v)にしたがい、X̄−m√

v/n

の分布はN(0, 1)にしたがう。一方、X1, ..., Xn がN(m, v)に従わなくて
も、nが大きい時、中心極限定理から、 X̄−m√

v/n
の分布はほぼN(0, 1)にした

がう。そこで、はじめから上の（仮定）が満たされるとして差支えない。
一方、nが限りなく大きくなるとき、t-分布 (t(n−1))は限りなくN(0, 1)

に近づくことが知られている。これにより、nが大きい時、vを Ŝ2の実
現値 ŝ2で代用し、N(0, 1)使った 1．1．1の母平均の推定を行えることが
正当化される。
nが大きくない時には、t-分布表を使って推定を行う方が正確である。

（t-分布表は少し詳しい統計学の本の巻末などに載っている。）
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例題 21 ある電池の 9個の標本について調べたところ、

85, 91, 83, 87, 86, 88, 90, 84, 89（時間）

という結果を得た。母平均の信頼係数 95%における信頼区間をもとめよ。

解 21 標本平均 x̄ = 1
9
(85 + ...+ 89) = 87、不偏標本分散

ŝ2 =
1

9− 1
{(85−87)2+...+(89−87)2} = 1

8
(22+42+42+02+12+12+32+32+22)

=
1

8
65 = 8.125

信頼係数 95%における信頼区間は、

[x̄− 2.30

√
ŝ2

n
, x̄+ 2.30

√
ŝ2

n
]

= [87− 2.30
8.125

3
, 87 + 2.30

8.125

3
]

= [87− 2.30× 0.95, 87 + 2.30× 0.95]

= [84.81, 89.18]

である。

練習問題
(1) ある 30人のクラスからランダムに 5人選んだときの化学のテスト

の結果は次のとおりであった。このとき、クラス全体の平均点の 95%信
頼区間を求めよ。ただし、化学のテストの点数は正規分布に従うとする。
データ：80　 95　 60　 70　 100

(2)

A高校の 1年生からランダムに 6人選んだときの世界史のテスト結果
は次のとおりであった。
平均点：80点、不偏分散：300

また、別の B高校の 1年生からランダムに 8人選んだときの世界史の
テスト結果は次のとおりであった。
平均点：70点、不偏分散：250

このとき、A高校とB高校の世界史のテストの平均点の差の 95%信頼
区間を求めよ。
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(3)

18歳女性の身長 (cm)は，分散 σ2 = 5.02である正規分布に従う。20人
のデータは以下の通りであった：
153.921, 160.855, 158.577, 153.409, 155.558, 159.569, 157.461,

156.976, 155.497, 154.748, 159.564, 155.267, 161.852, 156.816,

149.118, 156.534, 160.164. 156.634 158.198, 157.045

母平均 µの 95％信頼区間をもとめよ。

1．1．3　比の推定
ある性質について、母集団を構成する各要素が、それをもつかもたな
いかのどちらかであるとき、その性質をもつ要素の割合を母比率という。
母比率を pで表す。
標本のうちある性質をみたすものの比率を p̄とする。標本数 nが十分
大きいとき、pの信頼係数 95%における信頼区間は

[p̄− 1.96

√
p̄(1− p̄)

n
, p̄+ 1.96

√
p̄(1− p̄)

n
]

となり、信頼係数 99%における信頼区間は

[p̄− 2.58

√
p̄(1− p̄)

n
, p̄+ 2.58

√
p̄(1− p̄)

n
]

となる。
実際、XiをXi = 1(標本がその性質をもつとき)、Xi = 0(標本がその
性質をもたないとき)とし、X̄ = 1

n
(X1 + ...+Xn)とすると、

E[Xi] = 1× p+ 0× (1− p) = p,

V (Xi) = (1− p)2 × p+ (0− p)2 × (1− p) = p(1− p) = pq

より、

E[X̄] =
1

n
nE[Xi] = p,

V (X̄) =
1

n
V (Xi) =

1

n
pq =

1

n
p(1− p)

X̄の実現値 x̄を p̄とかく。あとは１．１．１と同様である。

例題 22 ある市の全世帯から 400世帯を無作為抽出して、ある意見に対
する賛否を調べたら、273世帯が賛成であった。全世帯における賛成の比
率 pを信頼係数 95%で推定せよ。
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解 22 Xを、賛成のとき１、そうでないとき０をとる確率変数とする。

P (X = 1) =
273

400
, P (X = 0) =

127

400

である。
したがって

E[X] = 1× 273

400
+ 0× 127

400
=

273

400
, V (X) =

273

400
× 127

400
=

273 · 127
4002

したがって、標本平均 X̄の平均、分散は

E[X̄] =
273

400
= 0.683, V (X̄) =

1

400

273 · 127
4002

= (0.466)2

となる。
よって、母比率に対する 95%の信頼区間は

[p̄− 1.96

√
p̄(1− p̄)

n
, p̄+ 1.96

√
p̄(1− p̄)

n
]

において、n = 400、 p̄(1−p̄)
n

= (0.466)2 を代入すると、[0.637, 0.729]に
なる。

練習問題
(1) A高校の 1年生からランダムに 6人選んだときの世界史のテスト結

果は次のとおりであった。平均点：80点、不偏分散：300 また、別の B

高校の 1年生からランダムに 8人選んだときの世界史のテスト結果は次
のとおりであった。平均点：70点、不偏分散：250 このとき、A高校と
B高校の世界史のテストの平均点の差の 95%信頼区間を求めよ。
(2) サイコロを 400回投げたところ、6の目が 80回出た。このサイコロ

で 6の目が出る母比率の 95％信頼区間を求めよ。
(3) ある選挙で立候補者 T氏が当選するかどうかをいち早く知るため

に、出口調査を行うことになった。母比率の 95%信頼区間の幅を 5％以
内にしたい場合、何人以上を対象に調査を行う必要があるか。ただし、事
前調査によりT氏の得票率は 60%程度であることが分かっているものと
する。
(4)日本人女性 400人をランダムに選んで身長を測定したところ、平均

値は 158cmであった。平均身長の 95％信頼区間を求めよ。 ただし、日
本人女性の身長の母分散は 5.32であるとし、日本人女性の身長は正規分
布に従うものとする。
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１．２ 母分散の推定

これには χ2-分布（カイ２乗分布）を用いる。
1.2.1　密度関数 f(x)が

fn(x) =
1

2
n
2Γ(n

2
)
x

1
2
(n−2)e−

x
2 , x > 0

で与えられる分布を「自由度 nの χ2-分布」という。ただし、n = 1, 2, ...

はパラメータ。Γ(s)はガンマ関数 Γ(s) =
∫∞
0

xs−1e−xdx。

命題１N(0, 1)にしたがう、たがいに独立な確率変数X1, ..., Xnについ
て、

Y =
n∑

i=1

X2
i

は、自由度 nの χ2-分布にしたがう。
証明

Xi ∼ N(m,σ2) =>
Xi −m

σ
∼ N(0, 1)

これより Y は χ2分布に従う。証明終

これより

命題 2 N(m,σ2)にしたがう、たがいに独立な確率変数X1, ..., Xnにつ
いて、

Y =
1

σ2

n∑
i=1

(Xi −m)2

は、自由度 nの χ2-分布にしたがう。
証明

Y =
n∑

i=1

(
Xi −m

σ
)2

とかく。ここで、各 Xi−m
σ
はN(0, 1)にしたがうから、命題１より、Y は

自由度 nの χ2-分布にしたがう。　証明終

命題 3 N(m,σ2)にしたがう母集団から n個の標本X1, ..., Xnをとり、

Y =
1

σ2

n∑
i=1

(Xi − X̄)2
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とおくと、Y は、自由度n−1のχ2-分布にしたがう。ただし、X̄ = 1
n
(X1+

...+Xn)。
証明省略

例題 23 1羽の鶏が産む卵の重さは正規分布に従うと考えられる。ある鶏
が産んだ 10個の卵の重さはつぎのようであった。（単位グラム）
68.1 70.4 71.5 67.6 70.2

74.5 68.6 70.3 71.2 69.6

このデータから、もとの正規分布N(m,σ2)の母分散σ2を推定せよ。信
頼係数は 90%とする。

解 23 標本平均 x̄ = 1
10

∑10
i=1 xi = 70.2, 標本分散 s2 = 1

10

∑10
i=1(xi− x̄)2 =

3.532である。命題３より、Y = 1
s2

∑10
i=1(Xi − X̄)2は自由度 n− 1 = 9の

χ2分布にしたがう。
今のデータより

y = Y |Xi=xi
=

10× 3.532

σ2
=

35.32

σ2

自由度 9の χ2分布における下側 5%点、上側 5%点は、各々3.33, 16.92

である。したがって信頼係数 90%で、3.33 < 35.32
σ2 < 16.92。つまり、

2.09 =
35.32

16.92
< σ2 <

35.32

3.33
= 10.6

である。
これでは信頼区間があまりに広いが、n = 10ではこれが限界である。

幅をもっと狭めるにはデータ数 nを増やさなければならない。

例題 24 いままで n日間無事故のドライバーと、1度だけ事故を起こし
たドライバーの 1日あたりの事故率はどれくらいちがうか。

解 24 A =いままで n日間無事故のドライバーの集合、B =いままで 1

度だけ事故を起こしたドライバーの集合、とし、Aのドライバーの事故
率を p0、Bのドライバーの事故率を p1とする。確率変数 (Xi), i = 1, ..., n

を
Xi : A ∪B → {0, 1},
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Xi(ω) = 1 ωさんが i日目に事故を起こしたとき

Xi(ω) = 0 ωさんが i日目に事故を起こさなかったとき

とする。ω ∈ A ∪B。
このとき事故回数を表す確率変数

S = X1 + ...+Xn

は二項分布にしたがい、その平均、分散は

E[S1A] = np0, V (S1A) = np0(1− p0)

E[S1B] = np1, V (S1B) = np1(1− p1)

であたえられる。
nがおおきいとして、二項分布を正規分布で近似する。そして、1日あ
たりの事故率の母分散は、

V (
S1A
n

) =
p0(1− p0)

n
ω ∈ Aの場合

V (
S1B
n

) =
p1(1− p1)

n
ω ∈ Bの場合

として母平均の推定をおこなう。
標本平均のデータは x̄0 =

0
n
= 0, x̄1 =

1
n
= 0である。

これより 95%の信頼区間（片側）は

(1) p0 < 0 + 1.645

√
p0(1− p0)

n

(2) p1 <
1

n
+ 1.645

√
p1(1− p1)

n

となる。
（１）より、

p20 < (1.645)2
p0 − p20

n

これより

(n+ (1.645)2)p0 < (1.645)2 ⇐⇒ p0 <
(1.645)2

n+ (1.645)2
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n = 100とすると、

(3) p0 < 0.0263

である。
一方、（2）の場合、

(p1 −
1

n
)2 < (1.645)2

p1(1− p1)

n

よって

(n+ (1.645)2)p21 − (2 + (1.645)2)p1 +
1

n
< 0

n = 100とおくと p1 < x、ここで

x =
(2 + α)−

√
(2 + α)2 − 4(100 + α)/100

2(100 + α)

ただし、α = (1.645)2。これより

(4) p1 < 0.0435

である。
100に 1回という差にかかわらず、（3）と（4）をみると、事故率は意

外に差が大きい（約 2倍）。

問 40 ある工場の製品 400個について検査したところ、不良品が 8個あっ
た。これを無作為標本としてこの工場の全製品における不良率を信頼係
数 95%で推定せよ。

練習問題
（１）あるメーカーが生産している自動車Aの 10台の燃費を計測した
ところ、その不偏分散は 3.29km2であった。この自動車Aの燃費の母分
散の 95％信頼区間を求めよ。

（２）ランダムに選んだ男性 5人の身長を測定したところ、次のような
データが得られた。男性の身長の母分散の 95%信頼区間を求めよ。（上表）

（３）男性 9人をランダムに選び、40秒間での腕立て伏せの回数を記録
した。男性の腕立て伏せの回数の母分散の90％信頼区間を求めよ。（下表）

問　題
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No. 1 2 3 4 5

身長 [cm] 175.8 171.9 172.7 170.3 180.2

No. 1 2 3 4 5 6 7 8 9

記録 24 28 22 31 28 25 27 26 25

問 41 森の中にn匹のピカチュウがいるがその正確な数は不明である。ま
ず r匹のピカチュウを同時に捕獲し、印をつけて森の中に放す。しばらく
してから、s匹のピカチュウを再び捕獲する。ただし、r, sは予め定めた
定数である。
いま s匹中 x匹に印がついていたとする。nを推定せよ。

問 42 あるテレビ番組の視聴率を調べるため、任意抽出により 200世帯
を選んで調査したところ 56世帯が視聴していることがわかった。視聴率
pを 95%の信頼係数で推定せよ。

問 43 ある県で実施された模擬試験の平均点を、信頼係数 99%、誤差 2

点以内で推定したい。少なくとも何人以上の受験者の得点を任意抽出し
なければならないか。ただし、従来の経験により得点の標準偏差は 20点
としてよい。

問 44 数学の試験を受けた生徒の中から 100人を任意に抽出して調査し
たところ、平均点は 65.2点であった。母標準偏差を 14.0点として、母平
均の信頼区間を信頼係数 95%で求めよ。

問 45 ある県において、18歳人口の身長の標準偏差は 7.5cmである。こ
の県の 18歳人口の身長の平均を誤差 0.5cm以内で推定したい。95%の信
頼係数で推定するとして、何人の標本を任意抽出しなければならないか。

問 46 ある町の駅の乗降客 400人を任意抽出して調べたところ、196人が
その町の住人であった。乗客中その町の住人の比率を信頼係数 99%で推
定せよ。

問 47 消費者団体が写真フィルム１パックあたりの値段をスーパーで調
べたところ、次のような結果を得た（単位　円）：
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800, 800, 660, 780, 990, 820, 750

（１）この写真フィルム１パックあたりの値段を確率変数Xとみなし
て、平均E(X)および標準偏差 σ(X)を求めよ。
（２）上の標本により、この写真フィルム１パックあたりの値段の信頼
区間を、信頼係数 90%および 99%で各々求めよ。

問 48 次の表は E大学のある講義で講義満足度を 5段階評価で 200名の
学生に評価してもらったものである。

rank 満足 やや満足 どちらでもない やや不満 不満　
割合 (％) 45.5 37.0 6.0 8.5 3.0

「不満」と「やや不満」を合わせた母比率の、95％信頼区間を求めよ。



119

第9章 検定

9.0.26 検定の一般論

検定とは統計的データをもとにある結論（判断）を導くことである。
例：
（１）治験：薬が効くか効かないか
（２）鑑定：親子鑑定、本人確認、DNA鑑定、
（３）犯罪捜査：犯人立証
このように適用範囲はたいへん「現実」的である。また、使う道具は
数学であるが、対象となる諸事象について論理的思考が求められる。
検定では、主張したい命題を否定した命題を作る。これを帰無仮説と
いう。(これに対し、元々主張したい命題を対立仮説という。)この仮説の
もとにデータを眺めたとき、データが実現する割合が「きわめて小さい」
場合に、この仮説を否定する。このようにして主張したい命題を統計的
に証明するのである。言わば統計的「背理法」(の応用)である。
具体的には次のような手順による。
(1) ある仮説 (H)をたてる
(2) Hに基づいて推定をおこなう
(3) データを推定結果と比較する
(4) もしデータが、推定結果のうち確率のきわめて小さい部分に属して
いるならば、Hは誤りであると結論する
このように、帰無仮説は否定されることに意味がある。まるで「流し
雛」のようにはかない運命を担っている。

例題 25 さいころを 98回投げたとき、結果が
目 1 2 3 4 5 6

回数 24 14 17 13 13 17

であった。このさいころは「正しい」と言えるか。

解 25 見かけ上１の目が顕著に多いので、「正しくない」と言いたい。そ
こで背理法を使って
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仮説 (H): このさいころは正しい
とする。このHが帰無仮説である。
このHのもとで、さいころを 98回投げたとき、1の目の出る回数Xは、

平均 m = 98× 1
6
= 49

3
、分散 v = 98× 1

6
× 5

6
= 245

18
の２項分布にしたがう。

n = 98は十分大きいので、中心極限定理から、σ =
√
vとして

T =
X −m

σ

はN(0, 1)にしたがうと考えられる。
データより

t =
24− 49

3√
245
18

∼ 2.07807

であり、T ∼ N(0, 1)のとき

P (T ≥ t) =

∫ ∞

2.078

1√
2π

e−
x2

2 dx ∼ 0.0192

である。つまり、はじめのデータのような目の出方の事象が起こる確率
は、Hのもとで、2%未満である。
....ここでどう考えるか。
「Hのもとであるデータを得るような確率が α以下であり、かつ実際

にそのようなデータを得たならば、Hは正しくない」
と考える。このようなαを有意水準（または危険率）という。検定を行う

際には、このようなαをあらかじめ決めておく。通常α = 0.05 (5%), α =

0.01 (1%)などをとることが多い。

帰無仮説Hを正しくないと判定することを
Hを棄却する
という。
そうでないとき（Hを正しくないと判定しないとき）
Hを採択する
という。しかしこれは「Hが正しい」と検定したわけではない。つま

り、「何とも言えない」ということである。
いづれにしても、確率 α以下の事象が起こらない保証はない。その意

味で、検定は確率が大きい方にかけるギャンブルであるといえる。
したがって判断を誤ることもある。
(I) Hが正しいのに棄却する誤りを第１種の誤りという。
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(II) Hが誤りなのに採択する誤りを第２種の誤りという。
どちらになるかは、Hが正しい命題かどうかで決まる。

詳しく言うと次のようになる。
ある罪を犯した容疑者の裁判を例に取ってみます。
帰無仮説Hを「この容疑者は罪を犯した」とします。
このとき、本当はこの容疑者は罪を犯したのに無罪という判決を受け
る確率が第 1種の過誤の確率である。
一方、本当はこの容疑者は無罪なのに有罪という判決を受ける確率が
第 2種の過誤の確率である。

真実 本当は有罪 本当は無罪

裁判 有罪 正しい 第 2種の過誤
裁判 無罪 第 1種の過誤 正しい

容疑者の裁判の例では、第 1種の過誤を犯す確率を下げるために容疑
者を全て有罪にしてしまうと、無罪の人まで有罪になってしまうために
第 2種の過誤を犯す確率が上がってしまう。逆に第 2種の過誤を犯す確率
を下げるために容疑者を全て無罪にしてしまうと、本来有罪の人まで無
罪になってしまうために第 1種の過誤を犯す確率が上がってしまう。した
がって、第 1種の過誤を犯す確率と第 2種の過誤を犯す過誤を犯す確率
のバランスをとることが重要である。
なお、医療統計においては、「本当は有罪」における正しさを感度「本
当は無罪」における正しさを特異度という。

有意水準に相当する確率の事象が生じるパラメータの範囲を棄却域と
いう。検定法としては次の２つがある。
(1)「ある値以下」または「ある値以上」を棄却域とする検定法を片側
検定という。
(2) 平均を挟んで左右対称の領域を非棄却域とする検定法を両側検定と
いう。
上の例題で片側検定を行い α = 0.05とするとHは成り立たない。α =

0.01とするとHは成り立たつ。ただし、データを見てから α = 0.01を選
んではいけない。

例題
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薬Aに含まれるある成分Bについての分析を行います。Bの含有量を
調べるため、生産された薬 Aの中からランダムに 25粒を抜き取り、成
分 Bの量を測定した。その結果平均が x̄ = 98mg、不偏分散が s2 =1 で
あった。
この問題では帰無仮説H を「薬A中の成分 Bの含有量は 100mgであ

る」としたときに、3通りの対立仮説H1

が考えられる。
(a) 薬A中の成分Bの含有量は 100mgではない
(b) 薬A中の成分Bの含有量は 100mgより多い
(c) 薬A中の成分Bの含有量は 100mgより少ない

(a) は成分Bの含有量が 100mgかどうかを調べるための検定である。
(b) は成分Bの含有量が 100mgより多いかどうかを調べるための検定

である。この場合、成分Bの含有量が 100mgより少ないかどうかについ
ては考慮しない。
(c) は成分 Bの含有量が 100mgより少ないかどうかを調べるための検

定です。この場合、成分Bの含有量が 100mgより多いかどうかについて
は考慮しない。
(a)のような検定方法を「両側検定」、(b)と (c)のような検定方法を「片

側検定」という。

正規分布を使った検定

例題 26 (両側検定 : 母分散既知の場合) あるコーヒー豆袋詰め機械が袋
に詰めるコーヒー豆の重さは、平均 100グラム、標準偏差 5グラムの正規
分布にしたがうように設定されている。機械が正しく調整されているか
確かめるため、9袋の無作為標本をとってコーヒー豆の重さを量ったら、
平均は 102.4グラムであった。この機械は正しく調整されているか、有意
水準 5%で検定せよ。

解 26 正しく調整されていないとして、その状態の母平均をmとする。
コーヒー豆の重さをXとすると、X ∼ N(100, 52)である。もし正しく調
整されていないならば 100グラムより多く、または少なく袋詰めしてし
まうから (H)帰無仮説 : m = 100 とする。
n = 9, σ = 5, x̄ = 102.4から、T = X̄−m√

σ2

n

の実現値 t = 102.4−100
5
3

= 1.44

となる。有意水準 5%であるから u(0.05
2
) = 1.96。1.44はこれより小さい

からHは棄却できない。よって「正しく調整されていないとはいえない」。
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例題 27 (両側検定 : 母分散未知の場合) ある野球球団がシーズンに入っ
てからの、1試合あたりの入場者数は以下のとおりである：

1475 1420 1433 1452 1411 1466 1432 1453 1414

この球団は今季 1試合あたりの平均入場者数を 1455人と予測して経営計
画をたてた。上の結果から、平均入場者数の予測違いはないという仮説
を、有意水準 5%で検定せよ。

解 27 入場者数が 1455人を上回り過ぎても下回り過ぎても予測違いであ
る。よって
H(帰無仮説)：予測違いでない　 (平均入場者数m = 1455である）
とする。n = 9であり、標本平均 x̄ = 1475+...+1414

9
= 1442.9 不偏標本

分散

ŝ2 =
1

9− 1
(1475− x̄)2 + ...+ (1414− x̄)2 = 416.1

となる。
ここで有意水準 5%だから自由度 8の t-分布における確率 0.05

2
のパーセ

ント点 t8(
0.05
2
) = 2.306、したがって棄却域は (−∞,−2.306) ∪ (2.306,∞)

である。データにおける

t =
x̄−m√

ŝ2

n

の実現値 t = −1.78はこの棄却域に入らない。よってHを棄却できない。
つまり「予測違いであるとはいえない」。

ポアソン分布を使った検定

例 37 松山市では 1日平均 1人の交通事故による死者がでる。1週間の死
亡者数を信頼係数 95%で推定せよ。また、1週間に 14人以上の死者がで
たら異常な事態といえるか。

解 28 1日平均 1人だから 1週間で平均 7人である。λ = 7となるポアソ
ン分布を考える。
（前半）N =(1週間の交通死亡者数)とすると

P (N = k) =
1

k!
λke−λ =

1

k!
7ke−7
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これを k = 0, 1, ..., 14について書いてみると
k 1

k!
7ke−7

0 9.119 ×10−4

1 6.383 ×10−3

2 0.0223

3 0.05213

4 0.0912

5 0.1277

6 0.1490

7 0.1490

8 0.1304

9 0.1014

10 0.071

11 0.045

12 0.026

13 0.014

14 7.094 ×10−3

これより

1− P (3 ≤ N ≤ 12) = 0.02963 + 0.027... ∼ 0.056...

となって、約 5.6%である。したがって、P (N = 13) = 0.014であること
を考慮すると、信頼係数 95%による信頼区間としては

3 ≤ N ≤ 13

とすればよい。
（後半）「異常である」と主張しようとして、帰無仮説 H :「異常でな
い」とする。

P (N ≤ 13) = 0.987..., P (N ≥ 14) ∼ 0.013

であるから、有意水準 1%で片側検定すると、Hは棄却できない。よって
「異常であるとはいえない」が結論である。
しかし、もし 1週間に 15人以上事故死したとすると

P (N ≤ 14) = 0.99428...

であるから、Hは棄却される。この場合には結論は「異常である」となる。
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検定をするとき、基礎になる分布を何にするかで方法が分かれる。パ
ラメトリック検定、ノンパラメトリック検定という。パラメトリックは
正規分布する、ノンパラメトリックは正規分布しないという意味である。
ただし、t-分布を使った検定は正規分布を使った検定（の親戚）である。
一方、上のポアソン分布を使った検定はノンパラメトリック検定の例で
ある。

2標本 t検定

2つの独立した母集団があり、それぞれの母集団から抽出した標本の平
均に差があるかどうかを検定することを「2標本 t検定」という。例えば、
ある学校で行ったテストの点数が 1組と 2組とで差があるかどうかの検
定や、被験者に対してある薬を投与する前後で血圧がどう変化したかの
検定に使う。
この検定では 2群の標本に差があるかどうかを検定する。解りやすく
言うと、同一個体の２種類の観測値を比較検定しているかどうか、によっ
て検定方法が変わる。していれば「対応がある」、していなければ「対応
がない」ことになる。

(1)対応がない場合の 2標本 t検定の方法
異なる対象から抽出された 2つの標本は「対応のないデータ（対応な
し）」である。例えば、1組と 2組の生徒は異なるので、それぞれのクラ
スから抽出された 2つの標本は「対応のないデータ」となる。
対応がない場合の 2標本 t検定では、2つの標本に対応がないことを加
味した検定統計量を用いる必要がある。母分散が分からない場合、1群目
の標本平均を x̄1、母平均をm1、サンプルサイズを n1、2群目の標本平均
を x̄2、母平均をm2、サンプルサイズを n2としたときに、次の式から算
出される統計量 tを使う。検定で用いるのは自由度 n1 + n2 − 2 の t分布
である:

t =
x̄1 − x̄2 − (m1 −m2)√

s2(1/n1 + 1/n2)

ただし s2 は２群の標本を「プールした不偏分散」である。プールした分
散とは、2つの標本の不偏分散を 1つにまとめたもので、1群目の不偏分
散を s21、2群目の不偏分散を s22とした場合、下の式から求めることがで
きます:

s2 =
(n1 − 1)s21 + (n2 − 1)s22

n1 + n2 − 2
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なお、帰無仮説を「母平均が等しい」という仮説が正しいとすると、
m1 = m2になる。したがって

t =
x̄1 − x̄2√

s2(1/n1 + 1/n2)

となる。((1/n1 + 1/n2)
−1は n1と n2の調和平均：1/R = 1/R1 + 1/R2)

(2)対応のある 2標本 t検定の方法

例題：
血圧を下げる薬のテストを行う。被験者 5人に対して薬の投与前と投

与後の血圧を測定したところ、次の表のような結果が得られた。この結
果から、薬の投与によって血圧は下がったと言えるか。

被検者No. 投与前の血圧 投与後の血圧

1 180 150

2 130 135

3 165 145

4 155 150

5 140 140

対応がある場合の 2標本の t検定では 2群の差が 0かどうかについての
検定を行う。この例題では、投薬前後での血圧の差が 0かどうかを検定
する。したがって、まず薬の投与前後での血圧の差とその平均値を算出
する。

被検者No. 投与前の血圧 投与後の血圧 差（投与前-投与後）

1 180 150 30

2 130 135 -5

3 165 145 20

4 155 150 5

5 140 140 0

平均 154 144 10

(i) 仮説を立てる
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帰無仮説は「投薬前後の血圧は等しい＝投薬によって血圧は下がらな
かった」とする。したがって、対立仮説は「投薬によって血圧に差があっ
た＝投薬によって血圧は下がった」となる。

(ii) 有意水準を設定する α = 0.05とする。

(iii) 適切な検定統計量を決める
この実験では母分散が分からないので、不偏標本分散 s2 を用いる t統
計量を使う。統計量 tは次の式から求められる。

t =
d̄−m√

s2

n

=
d̄−m

s√
n

d̄は投薬による血圧の差の平均、mは差の母平均、nはサンプルサイズ
を表す。

(iv) 棄却ルールを決める
この検定で使用する分布は自由度「5-1=4」の「t分布」である。この
例題では血圧が下がったかどうかのみを考えればよいので、片側検定を
行う。統計数値表から t0.05(4) の値を読み取ると「2.132」となっている。

(v) 検定統計量を元に結論を出す
投薬前後での血圧の差が 0かどうかを検定するため、m = 0となる。ま
た、薬の投与前後での血圧の差の不偏分散

s2 =
(30− 10)2 + ...+ (0− 10)2

5− 1

は 212.5になる。
この値を統計量 tの式に代入すると次のようになる。

t =
10− 0√
212.5/5

∼ 1.53

1.53 は棄却域に入っていないことから、「有意水準 5%において、帰無
仮説は棄却されない」という結果になる。つまり、「投薬によって血圧が
下がったとは言えない」と結論づけられる。

問　題
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問 49 ある種のメダカの黒色個体と白色個体を交配させたところ、黒色
個体ばかりを得た。この第 2世代の黒色個体同士を交配させたところ、黒
色個体 162尾、白色個体 163尾を得た。もしこのメダカの体色の染色体
がメンデルの法則に従うならば、第 3世代の体色の分離比は 3:1となるは
ずである。上の実験結果がメンデルの法則に矛盾するかしないかを、危
険率 5%で検定せよ。

問 50 ある病気にはA、Bふたつの治療薬があり、B型の薬の有効率（服
用して効き目のある確率）は 0.6である。A型の薬を 200人の患者に与え
たところ 134人の患者に効き目があった。A型の薬は B型の薬より優れ
ているといえるか。有意水準 5%で検定せよ。

問 51 ある牛乳業者が発売している 1l入りと表示された牛乳パックから、
無作為に 100個を抽出して内容量を計ったところ、平均値は 0.98l、標準
偏差は 0.08lであった。この会社の牛乳パックの内容量は表示どおりでな
いとみなしてよいか。危険率 5%で検定せよ。また、危険率 1%で検定す
るとどうなるか。

問 52 A、Bふたつのさいころがある。どちらも 100回投げたところ、1

の目が出た回数はAでは 26回、Bでは 10回であった。この 2つのさい
ころA、Bはそれぞれ正しく作られていないといえるか。危険率 5%で検
定せよ。また、危険率 1%で検定するとどうなるか。

問 53 ガソリン添加剤によるエコカー（環境に配慮した自動車）の燃費効
率の改善を調べるため、ある型のエコカー 10台を集め添加剤なしで走っ
たところ、平均で 1lあたり 30.3km走った。さらにその型の他のエコカー
10台を集め添加剤を入れて走ったところ、平均で 1lあたり 31.5km走っ
た。この添加剤は燃費効率に効果があると判断してよいか、5%の危険率
で検定せよ。ただし、この型のエコカーの 1lあたりの走行距離の分散は
5.8である。

問 54 2014年サッカー日本代表メンバー 23人のうち、血液型が B型で
ある選手は 2人いた。日本人全体の血液型の分布は以下のとおりである：
血液型 O A B AB

割合 (%) 30.5 38.2 21.9 9.4
B型の選手の数は日本人全体の血液

型の分布からみてかたよっているといえるか、危険率 5%で検定せよ。
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問 55 次の表は、1つ 25.5 kgの (はずの)強力粉玉 20個をサンプリング
し、重量を測定した結果をまとめたものである。このデータを用いて、強
力粉の重量は 25.5 kgではないと言えるかどうか検定せよ。なお、有意水
準は 0.05 とする。
項目 測定結果
サンプルサイズ 20

平均 25.29

不偏分散 2.23 (= 1.492)

問 56 あるパンメーカーでは、人気の商品であるメロンパンを 2つの工
場で製造している。2つの工場で製造されているメロンパンの重量 (g)を
調べた結果、A工場の 10個については平均 93、不偏分散 13.7(= 3.72)で
あった。また、B工場の 8個については平均 87、不偏分散 15.2(=3.92)で
あった。この 2工場の間でメロンパンの重量 (g)に差があると言えるかど
うか検定せよ。なお、有意水準は 0.05とする。

問 57 300人に開発中のチョコレート菓子を試食してもらい、おいしいか
否かの 2択で回答してもらった。その結果、160人が「おいしい」と回答
した。このお菓子を「おいしい」と判断する母比率が 0.5であるかどうか
を有意水準 0.05で検定せよ。

問 58 あるドラマの視聴率が 30%だったという記事が、怪しい週刊誌に
掲載された。この記事に信憑性があるかどうか確認するため、ランダム
に選んだ 250人にアンケートを取ったところ 55人がそのドラマを見てい
たことが分かった。この結果から、週刊誌の記事を信用できるか有意水
準 0.05で検定せよ。


