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有限群Gへ、Gの位数と素な可解群 Sが作用している時、Gの S-不変
な既約指標と、Gの Sによる中心可群（GSと書く）の既約指標の間には、
ある１対１対応（Glauberman対応）が存在することが知られていたが、
[18]において、Sにより centraliseされるdefect groupを持つという仮定の
もとでは、その背後に、Brauer categoryが同値な (p-)blockの１対１対応
（Watanabe対応）が存在する、ということが示された。実際、[18]におい
て、Glauberman対応により、Watanabe対応する blocksの間に、isotypy

が引き起こされることが示されているが、その後、この指標レベルの現象
を環論的に説明するものとして、blocksが normal defect groupを持つ場
合には、対応する blocksは、（Glauberman対応を引き起こす [5]、trivial

moduleを sourceとして持つ bimoduleにより splended[9][5]）Morita同値
[10]、であることが示されている。（p-可解群の場合は [7][6]を参照。）
ここでは、Watanabe対応する blocksが normal defect groupをもつと
き、Glauberman対応を引き起こす、Morita同値を与える bimoduleが、
block algebraを bimoduleとしてみて、片側 restriction、または、片側
inductionして得られる bimoduleの直既約因子として得られる、というこ
とを注意する。（Glauberman対応に関する基本的事実については [8]を、
Puigの理論については、[17]を参照。）
以下、pを素数、(O, K, k)を p-modular systemで、完備離散付値環と、
以下で考える群に対して分裂体となる標数０の商体と、標数 pの代数閉
体となる剰余体からなるものとする。

定理 1 (Glauberman[4]). 任意の組（G,S)（ここで、Gは有限群、Sは
Gと位数が素な可解群で Gの自己同型群の部分群であるもの）に対し、
次の条件を満たす全単射 π(G,S) : Irr(G)S → Irr(GS)が存在する。

(1) T を Sの正規部分群とするとき、π(G, T )は、Irr(G)Sと Irr(GT )Sの
間の全単射を与え、π(G,S) = π(GT , S/T ) ◦ π(G, T )を満たす。

(2) Sが、ある素数 qに対する q-群のとき、π(G,S)(χ)は、χのGSへの
restrictionに現れる重複度が qと素な唯一の既約指標（実際、qを法
として±1。）。ここで、χは Gの S-不変な既約指標。
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定理１の対応を既約指標のGlauberman対応という。

定理 2 (Watanabe[18]). GのS-不変な block bが、GSに含まれるdefect

group P を持つとすると、次が成り立つ。

(1) bに属するGの既約指標は全て、S-不変。

(2) 次の条件を満たすGSの block w(b)が一意に定まる。：Glauberman対
応は、bに属する既約指標と w(b)に属する既約指標の間の全単射。

(3) block w(b)は P を defect group として持ち、bと w(b)の Brauer cat-

egoryは同値。

(4) blocks bと w(b)の間に perfect isometry（実際、より強く、isotypy）
が存在する。

定理２（２）の対応を blockの（Glauberman-）Watanabe対応という。
以下、Gの p-部分群 P は、Sにより centraliseされる（「Watanabe’s sit-

uation」）とする。また、有限群Gに、位数 q（Gの位数と素なある素数）
の巡回群 Sが作用しているとして、statementを記す。(定理１ (1)より、
始めの設定は、この設定に還元される。)

block algebra OGbは、primitive interior G-algebraで、そのdefect mul-

tiplicity module V（G:=NG(Pγ)/P 上の k係数の twisted group algebra。
ここで、Pγは bの defect pointed group。）をG

S
上の twisted group alge-

braへ restrictionすると、重複度が qと素な直既約因子（V ′とする）が唯
一つ存在する（重複度は qを法として ±1）ことがいえる。実際、V は、
simple projectiveなので、O上の moduleに liftでき、K 係数の G上の
twisted group algebra上の defect 0の characterが対応するが、それをG

S

上の twited group algebraに restrictionすると、重複度が qと素（qを法
として±1）なものが唯一つ現れ、それは、defect 0の characterであるこ
とが分かる。（適当な covering groupを考え、Glauberman対応を考える
（cf.[6])。または、[3]。defectに関することは [2]を参照。）また、V（pro-

jevtive module）のGSへの restrictionの V ′以外の直既約因子達の和（W

とする）に対応するK 上の characterの、各因子の重複度は qの倍数だ
が、k上の twisted group algebra（kは代数閉体）のCartan行列の行列式
は pべきであることと、qと pが素であることより、W の各直既約因子の
重複度も qで割り切れることが従う。ここで、V ′とPuig対応するOGbの
pointed groupをGS

βとおき、βに属するべき等元 fに対し、fOGbfと同
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型な primitive interior GS-algebraを (OGb)β、fOGbと同型な（直既約）
O[GS ×G]-moduleをMとおく。
上の記号のもと、次のことを示すことができる。

定理 3. Gの S-不変な block bが、Sにより centraliseされる、normalな
defect group P を持つとき、(OGb)β と OGSw(b)は、primitive interior

GS-algebra として同型。
特に、

(1) bと w(b)は、同型な source algebra を持つ。すなわち、bと w(b)は、
splendid Morita同値 [9][5]。

(2) M は bと w(b)の間のMorita 同値を与える。また、OGb-moduleの
categoryから、OGS-moduleの categoryへの restriction functorは、
直既約因子にMが重複度 qn ± 1で現れ（nはある整数）、その他の
直既約因子達の重複度が qの倍数であるようなO[GS ×G]-moduleを
OG上 tensorする functorと同型。よって、Glauberman対応を引き
起こす、Morita同値を与える bimoduleが存在する [5]。

次は、Green対応より、normal defect の場合に還元でき、その場合、
MはMorita同値を引き起こす bimoduleとなることを利用する。すなわ
ち、OGbのO[G×1]-moduleとしての、また、MのO[GS×1]-moduleと
しての自己準同型環は、primitive interior G-algebraとして OGbと同型
（PuigによるMoritaの定理の言い替え ([15]Prop.6.5)）なので、OGbの
O[G×GS]-moduleとしての、また、MのO[GS×GS]-moduleとしての構
造は、OGbのGS-不変な subalgebraにおける、bの分解の様子、よって、
Puig対応より、OGbの defect multiplicity moduleを、G

S
へ restriction

したときの様子から分かる。また、Mの dualをO[G×G]-moduleに、ま
た、OGSw(b)を O[GS × G]-moduleに inductionしたmoduleの様子は、
OGSw(b)の defect multiplicity moduleを、Gへ inductionしたmoduleの
様子で分かる。（cf.[1]）

系 4. bをGの S-不変な blockで、Sにより centraliseされる defect group

を持つものとする。このとき、直既約O[G×G]-moduleOGbをO[GS×GS]-

加群に restrictionすると、vertex ∆P を持つ直既約因子で重複度が qと
素であるものが、唯一つ存在し（実際、重複度は、qを法として１）、そ
れは、OGSw(b)と同型。また、直既約O[GS × GS]-moduleOGSw(b)を
O[G×G]-加群に inductionすると、vertex ∆P を持つ直既約因子で重複
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度が qと素であるものが、唯一つ存在し（実際、重複度は、qを法として
１）、それは、OGbと同型。

（付記；上の系４の後半、すなわち、inductionに関する statementは、
間違いです。定理１の記号で、π(G,S)(χ)↑G

GSに現れる既約指標の重複度
は、χ以外は全て qで割り切れる（重複度が qで割り切れることが保証さ
れるのは、S-不変な既約指標についてのみです。）、との間違った理解の
もとで論を進めていました。statementのための条件が不足していること
を示唆して下さった奥山哲郎先生に感謝します。また、一番最後の奥山
先生への謝辞は、講演後、定理３を説明した際、証明に不十分な点があ
ることを指摘していただいたことに対するものであり、全体の文責、他
にありうる間違いの責任が、著者にあることは、いうまでもありません。
いい加減なことを書いてしまい、迷惑をかけてしまった関係者の方々に
対しても、深くお詫びします。報告集には訂正していない原稿が載りそ
うであることを注意させていただきます。（２００６年２月１７日））

注意 5. normal defect groupを持つ block algebraは、PE（ここで、Pは
defect group,Eは inertial quotient）上の twisted group algebraとMorita

同値なので（ [11][13]）、[10][5]では、Watanabe対応している blocksの、
対応する 2-cocycleを比べているが、ここでは、次のようにして source

algebraの同型を得ている。すなわち、i = i′f = fi′（ここで、iは bの、
i′は w(b)のある source idempotent、f は βのある元）が normal defect

groupをもつときは成り立つので、fを両側からかけることにより、w(b)

の source algebra i′OGSi′から、bの source algebra iOGiへの interior P -

algebra hom.を得るが、normal defect groupを持つblockの source algebra

は、[17]Th.44.3のようなO-basisをもつことから、これは同型になる。

注意 6. 定理３（２）の firstと second statementより、MがGlauberman

対応（Brauer characterでも）を引き起こすことは明らかだが、これは、
Glauberman対応の「sign」は blockで共通であることは意味しているが、
restrictionでGlauberman対応する characterの重複度がMの重複度で出
てくる、という主張ではない。

注意 7. [16][14]において、primitive interior G-algebraと、「G-triple」（de-

fect groupと”source algebra”と”defect multiplicity module”からなる。）
の「ある同値類」の間に、１対１対応が存在することが示されている（微妙
な論点が多いので [16][14]を参照して下さい。）が、定理３の上の statement

は、Sにより centraliseされる defect groupを持つ、S-不変なGの block
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algebraに対し、その「G-triple」の第３項を「Glauberman対応」させた、
「GS-triple」（よって、対応する primitive interior GS-algebra）を考える
ことができる、ということ。（他に、例えば、S-不変な simple kG-module

の自己準同型環からなる primitive interior G-algebraに対しても、同様の
ことを考えることができる。）これは、GSが defect group Pの normalizer

を含むときは、「primitive interior G-algebraのGreen対応」（NG(P )を含
む群Hに対し、「G-triple」を「H-triple」とみて（P のGにおける nor-

malizerとHにおける normalizerは等しい）対応を与えたもの [16]。加群
のGreen対応は、（実質）Puigにより、G-algebraの pointed groupsの対
応に一般化されていて（直既約moduleの自己準同型環の「Green対応」
はGreen対応の自己準同型環）、block algebraの「Green対応」は、block

algebraとは限らないが、加群の Green対応が、Morita型の stable同値
を与えていて、simple moduleが simple moduleと対応しているときは、
Brauer対応する block algebrasが、「Green対応」していることは、よく
知られている。）。この対応で、block algebraは、block algebraと対応す
るとは限らないが、normal defect groupを持つということが、Watanabe

対応する block algebrasが、この対応関係にあることの、一つの十分条件
になっている、というのが、定理３の first statement。

付記；本稿の作成にあたり、特に、北海道教育大学の奥山哲郎先生にお
世話になりました。深く、感謝します。
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