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1 はじめに

ここでは, Brauer対応で対応するブロック・イデアルのコホモロジー環の包含関係につ
いて考察する. 以下では

• G を有限群
• k は標数 p > 0の代数的閉体で, pは | G |を割り切る
• B を群環 kG の block ideal
• D を B の defect群

とする.

本報告は, 昨年の第 49回代数学シンポジウムでの報告の続きである. 報告集 [11] も参照
されたい. なお, この報告には記述が不完全なところがあった. 本報告の最後に訂正を付記
する.

2 Brauer圏とコホモロジー環

定義 2.1 (D, eD)を Sylow B-subpairとする. subpairs (Q, eQ), (R, eR) ⊆ (D, eD)に対し
て,

TG((Q, eQ), (R, eR)) = { x ∈ G | x(Q, eQ) ⊆ (R, eR) }
とおく. x ∈ TG((Q, eQ), (R, eR))に対して, x Q � R であるから,写像

cx : Q → R; a �→ xa = xax−1

が定義される. そこで, (D, eD)に含まれる B-subpairs (Q, eQ)を対象とし,対象 (Q, eQ)か
ら対象 (R, eR)への射は cx , x ∈ TG((Q, eQ), (R, eR)), であるとして, 圏�(D,eD)(G, B)を
定義する. このを B の ((D, eD)における)Brauer圏とよぶ.

定義 2.2 (D, eD)を Sylow B-subpairとする. B のコホモロジー環 H ∗(G, B)を

H ∗(G, B) =
{ ζ ∈ H ∗(D, k) | resQ

x−1
ζ = resQ ζ ∀ Q � D, ∀ x ∈ TG((Q, eQ), (D, eD)) }

と定義する. これは, Brauer圏�(D,eD)(G, B)の不変量である.



Brauer対応で対応する blocksのコホモロジー環にある関係を調べたい.

最近の R. Kessar, M. Linckelmann, and G. R. Robinson [6] の Proposition 2.3によれば,
例えば

定理 2.1 G, B, D をいままでと同様とし, G の部分群 H は NG(D)を含み,さらに, D のあ
る部分群 Q を正規化し, QCG(Q)を含むと仮定する. kH の block ideal C は Dを defect
群としてもち, C G = B であると仮定する. このとき, (D, eD)を Sylow B-subpairとすれ
ば, (D, eD)は Sylow C-subpairであるが,�(D,eD)(H,C) ⊆ �(D,eD)(G, B)が成立ち,特に

H ∗(G, B) ⊆ H ∗(H,C).

3 ブロックの source module

Alperin, Linckelmann, and Rouquier [1]に従って, ブロックの source moduleを説明す
る.

G と Gop との直積 G×Gop を群環 kG に次のように作用させる:

(x, y)α = xαy α ∈ kG, x, y ∈ G.

この作用により G×Gop は G に transitiveに作用し, 1の固定部分群は

�G = { (x, x−1) | x ∈ G }
である. 従って, k[G×Gop]-加群としての同型

kG ∼→ kG×Gop

�G ; x �→ (x, 1)⊗ 1

がある.

定義 3.1 B は k[G×Gop]-加群として,�D = { (a, a−1) | a ∈ D }を vertexにもつ. G×Dop �
�D であるから,直既約 k[G×Dop]-加群 X で

X
∣∣ B|G×Dop, �D = vtx X

であるものが存在する. この X を B の source moduleとよぶ.

source moduleは source idempotentと同等の概念である. すなわち,ある source idempo-
tent i ∈ B D によって

X = kGi

と表される.

source module X の Brauer construction

X (D) = X D
/ ∑

Q<D

TrD
Q X Q 	 kCG(D)BrG

D(i)

は直既約左 kCG(D)-加群である. ゆえに kCG(D)の block idempotent eD で

eD X (D) = X (D)

をみたすものがある. (D, eD)は Sylow B-subpairである.
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source module X = kGi が定める Sylow B-subpair (D, eD)に関して定義されるコホモ
ロジー環 H ∗(G, B)を, source idempotent i ∈ B D の “point” γ (すなわち, γ は i のU (B D)-
共役類)を用いて, H ∗(G, B, Dγ )とか, H ∗(G, B; X)と書く. しかし, 考えている source
module X = kGi が明らかなときは,単に H ∗(G, B)と書く.

B の source module X は, (B, kD)-両側加群であるから, Hochshild コホモロジー環の
transfer写像

tX : HH∗(kD) → HH∗(B)

を引き起こすが, これは, さらに, normalized transfer写像 TX を引き起こし, X に対して定
められた Sylow B-subpair (D, eD)から定められるコホモロジー環 H ∗(G, B; X)は次のよ
うに, HH∗(B)の X -stable subalgebra HH∗

X (B)に埋め込まれる：

H ∗(G, B; X)
δD� HH∗

X∗(kD)
TX∼→ HH∗

X (B).

ゆえに, 先の定理 2.1の状況では, ある (B,C)-両側加群から引き起こされる HH ∗
X (B)か

ら HH∗
Y (C)への transfer写像によって, 次の図式を可換にできるか, ということを調べた

い：

H ∗(G, B) ��
� �

��

HH∗
X (B)

��
�
�
�

H ∗(H,C) �� HH∗
Y (C) .

一昨年のこの短期共同研究と昨年の代数学シンポジウムでは, その加群の候補として, ten-
sor積 B ⊗kH C を考えた.

ここでは, Alperin, Linckelmann, and Rouquier [1]による加群を考察する.

4 相対射影元と Brauer対応

4.1 相対射影元

ここでは, R を可換環とし, A, B, C を対称 R-多元環とする.

X を (A, B)-両側加群とする. A X , X B は有限生成射影的であると仮定する. 関手

X S : BmodC → AmodC; M �→ X ⊗B M,

X T : AmodC → BmodC; L �→ X∗ ⊗A L

は biadjoint pairである. すなわち,任意の B MC , ALC に対して,自然変換

ϕL ,M : A(X⊗B M, L)C ∼→ B(M, X∗⊗AL)C
ψM,L : B(X

∗⊗AL ,M)C ∼→ A(L , X⊗B M)C

がある. この自然変換は A, B の対称化形式に依存して定められる.
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特に, ηX : B → X∗⊗A X , εX∗ : X∗⊗A X → B を次によって定義する:

ϕX,B : A(X, X)B ∼→ B(B, X∗⊗A X)B

IdX �→ ηX ,

ψB,X : B(X
∗⊗A X, B)B ∼→ A(X, X)B

εX∗ �→ IdX .

この構成法を (B, A)-両側加群 X ∗ に適用して, ηX∗ , εX が定義される:

ϕX∗,A : B(X
∗, X∗)A ∼→ A(A, X⊗B X∗)A

IdX∗ �→ ηX∗,

ψA,X∗ : A(X⊗B X∗, A)A ∼→ B(X
∗, X∗)A

εX �→ IdX∗ .

πX = εX ◦ηX∗(1A) ∈ Z(A)を X が定める相対射影元とよび, πX∗ = εX∗◦ηX (1B) ∈ Z(B)を
X∗ が定める相対射影元とよぶ. 写像 εX ◦ηX∗ : A → Aは πX による積である:

A
πX ·

��

ηX∗
����������� A

X⊗B X∗
εX

�����������

, B
πX∗ ·

��

ηX ����������� B

X∗⊗A X

εX∗

�����������
.

注意 4.1 上の η, εという記号の用い方は, Broué の講義録 [4] に従った. Linckelmann [7]
では逆に使われている.

(A, B)-両側加群 X に付随して trace写像が定義される. それは, (A,C)-両側加群 L , L ′
に対して,次のように定義される：

X Tr : B(X
∗⊗AL , X∗⊗A L ′)C → A(L , L ′)C;α �→ εX ◦(IdX ⊗α)◦ηX∗.

L

ηX∗⊗ IdL

��

X Tr α

��

X∗⊗A L

α

��

X⊗B X∗⊗A L

IdX ⊗ α

��

X∗⊗AL ′ X⊗B X∗⊗AL ′

εX ⊗ IdL′
��

L ′

trace写像の定義により
XTr(IdX∗) = εX ◦ηX∗ : A → A

である. この写像を π̂X と書く. 準同型 π̂X は X S-射影的である. そこで,

π̂X (1) = πX ∈ Z(A)

を相対 X -射影元とよぶわけである.
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また, Linckelmann [7]による transfer写像は

tX : B(B, B)B → A(A, A)A;β �→ εX ◦(β⊗ IdX⊗B X∗)◦ηX∗ = X Tr(β⊗ IdX )

と定義されるから, B(B, B)B を Z(B)と同一視し, A(A, A)A を Z(A)と同一視すれば,相対
X -射影元 πX は X が定める transfer写像による像である:

t0
X : Z(B) → Z(A); 1 �→ πX .

trace写像や transfer写像は自然に Ext群や Hochshildコホモロジー環の写像を引き起こ
す. これらも, trace写像や transfer写像とよばれ,同じ記号で表される.

4.2 Brauer対応

H � G とし, kH の block ideal C = kH f の G への Brauer対応が定義されていると
し, B = CG とおく. ωB , ωC をそれぞれ, ブロック B, C が定める Z(kG), Z(kH)の 1
次の線形表現とする. M = B⊗kH C とおく. transfer写像 tH kG : Z(kG) → Z(kH)は∑

x∈G αx x �→ ∑
y∈H αy y と写すから, 条件 C G = B は結局, 次の図式の右側の可換な三角

形を導く:

Z(B) �
�

��

tM∗
��

Z(kG)

tH kG

��

ωB

����
��

��
��

�

�
Z(C) Z(kH)

· f
��

ωC
�� k

Z(C)
� �

�����������
.

この図式から, πM∗ ∈ Z(C)が可逆であることがわかる.

もし, さらに, C の defect群が B = C G の defect群でもあるとき, πM ∈ Z(B)も可逆で
ある (Broué [3, Corollary 2.2.3]).

5 Brauer correspondence

以後,特に断らない限り

• H を G の部分群で

DCG(D) � H

であるものと仮定する.
• C を kH の block idealとし,

CG = B, Dは C の defect群である

と仮定する.
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5.1 Brauer対応と source module

Y を C の source moduleとする. NG×Dop(�D) = �D
(
CG(D)×1

)
� H×Dop であるか

ら, 直既約 k[H×Dop]-加群 Y の G×Dop への Green correspondentが定義される. これを
X とおく.

命題 5.1 X は B = CG の source moduleである.

Sylow C-subpairは Sylow B-subpairでもあるが, Y が定める Sylow C-subpairは X が定
める Sylow B-subpairである. それは次の補題に基づく.

補題 5.2 kCG(D)-加群として
X (D) 	 Y (D)

が成り立つ.

5.2 (B, C)-両側加群 L

block ideal C を k[H×H op]-加群とみると, 直既約であって, �D は, その vertexである.
k[H×H op]-加群 C の G×H op への Green correspondentを L とおく. このとき

補題 5.3 (i) L
∣∣ B|G×Hop .

(ii) M = B ⊗kH C とおくと, M 	 L ⊕ O (� (G×H op,�D, H×H op)).

この補題と相対射影性の理論を用いて,鍵となる次の事実が示される.

定理 5.4 L が定める相対射影元 πL ∈ Z(B)および L∗ が定める相対射影元 πL∗ ∈ Z(C)は
可逆である.

加群 L は次のように Y と X を結び付ける.

定理 5.5 Y を C の source moduleとし, B の source module X を Y の G×Dop への Green
correspondentととる. このとき

(i)
L∗ ⊗B X ≡ Y mod � (G×Dop,�D, H×Dop).

(ii)
L ⊗kH Y 	 X ⊕ Z

と直和分解され, Z の直既約直和因子は� (G×Dop,�D, H×Dop)-射影的で, trivial
sourceをもつ.

(iii) L
∣∣ XG×H op

.
(iv) D � H ならば, L ⊗kH Y 	 X .

注意 5.1 この事実は, Alperin, Linckelmann, and Rouquier [1, Theorem 5] とその証明で述
べられていること整理しなおしたものであると言ってよい.

次は L が splendidな加群であることを示す.

命題 5.6 L
∣∣ X ⊗kD Y ∗が成り立つ.
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加群 L が引き起こす Hochschildコホモロジー環の transfer写像が期待される性質をも
つためには, L, X , Y の tensor積が定める相対射影元がすべて可逆であってほしいのだが,
実際

命題 5.7 (i) πL⊗C Y , πY ∗⊗C L∗ は可逆である.
(ii) πX∗⊗B L⊗C Y , πX∗⊗B L は可逆である.

(iii) πY ∗⊗C L∗⊗B X , πL∗⊗B X は可逆である.

今までは, block C の source module Y を初めに定めて, それに対して Green対応によっ
て, block B の source module X を定めた. 定理 5.5 (ii) により, X

∣∣ L |G×Dop である. 逆に,
初めに block B の source module X を定めるときは, L

∣∣ B|G×Dop であるから, B の source
module X を X

∣∣ L |G×Dop ととることができることに注意して

命題 5.8 X を上のようにとると, X の G×H opへの Green correspondent Y は C の source
moduleである.

6 コホモロジー環

B, D, H , C はいままでと同様とする. C の source module Y をとり, B の source module
X を Y の G×Dop への Green correspondentととる. Sylow C-subpair (D, eD)を eDY (D) �=
0ととる. 補題 5.2 により, (D, eD)は Sylow B-subpairでもあり, さらに, eD X (D) �= 0で
あった. 従って, この Sylow subpairで定められるコホモロジー環は次のように埋め込まれ
る：

H ∗(G, B)
δD� HH∗

X∗(kD), H∗(H,C)
δD� HH∗

Y ∗(kD).

定理 5.4,命題 5.7により,関係するすべての相対射影元は可逆である. この事実と Hochshild
コホモロジー環における stable subalgebrasについての解析から,可換図式

H ∗(G, B) ��
δD �� HH∗

X∗(kD) ��
RX �� �� HH∗

X(B)��
RX∗

����

HH∗
X∗⊗B L⊗CY (kD)

��

		

��
RX �� �� HH∗

L⊗C Y (B)
� � ��

��

		

��
RX∗

����
��

RL∗
����

HH∗
L(B)��

RL∗
����

HH∗
Y ∗⊗C L∗⊗B X (kD)

� �

��

��
RY �� �� HH∗

L∗(C) ∩ HH∗
Y (C)

� � ��
� �

��

��
RY∗

����

		

RL

				

HH∗
L∗(C)
		

RL

				

H ∗(H,C) ��
δD

�� HH∗
Y ∗(kD) ��

RY �� �� HH∗
Y (C)��

RY∗
����

を得る. この図式と命題 5.6,および Linckelmann [7, Theorem 5.7]を用いて

定理 6.1 B, D, H をいままでと同様とし, さらに, H は D のある部分群 Q を正規化し,
QCG(Q)を含むと仮定する. (D, eD)を Sylow B-subpairとし, (Q, eQ) � (D, eD)とす
る. kH の block ideal C を QCG(Q)の block eQ を被覆するただ一つの blockとする. この
とき,
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(i) CG = B であり, Dは C の defect群である. 従って, (D, eD)は Sylow C-subpairであ
る.

(ii) C の source module Y を eDY (D) = Y (D)のようにとる. B の source module X を Y
の G×Dop への Green correspondentととる. さらに, C の G×H opへの Green corre-
spondentを L とおくと,次の可換図式を得る:

H ∗(G, B) ��
δD ��

� �

��

HH∗
X∗⊗B L⊗C Y (kD) ��

RX �� ��

� �

��

HH∗
L⊗C Y (B)

��

RL∗
��

��
RX∗

����

H ∗(H,C) ��
δD

�� HH∗
Y ∗(kD) ��

RY �� �� HH∗
Y (C)��

RY∗
���� .
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佐々木 [11]の訂正

(i) 203ページ下から 2行目 ax とあるのはもちろん xa の誤り.
(ii) 207ページ 上から 5行目の最後の 1字から始まる文「このような i は単数群 U(B D)

による共役を除いて一意的であって, source冪等元とよばれている.」の「単数群U(B D)

による共役を除いて一意的であって,」を削除する. 正確には Br D(i) = BrD(i ′) �= 0で
ある冪等元 i, i ′ ∈ BD は B D のある可逆元によって共役である.

(iii) 『第 4節Hochshildコホモロジー環の transfer写像と stable elements』において, (A, B)-
両側加群 X が片側加群とみて有限生成であることの仮定を付け加える. また, X が定
める trace写像の記号は本報告では [11]のものと違う. どちらがより適切であるかは
よくわからない.
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