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1 はじめに

多元環の Hochschildコホモロジーは，1945年 G. Hochschildによって (おそらく群のコホモロ
ジーをモデルとして)定義され，1956年 Cartan-Eilenberg[CE] によって Extを用いた定義が，そ
の後，MacLane[Mac]により，(多元環が基礎環上射影的等の条件を仮定せずに定義できる)相対的
コホモロジーによる定義が与えられました．
一般に Hochschildコホモロジーの計算は非常に困難であるとされており，実際，[EH]や [EHS]

に見られるような特別な多元環に対してもその計算は非常に複雑です．
しかし，多元環の Hochschildコホモロジーは，その多元環に付随する様々な categoryの同値に

関しての不変量として，非常に興味深い対象と考えられます．
ここでは，Frobenius多元環に対する完備Hochschildコホモロジーについての一般的ことがらを

述べ，その若干の応用も含めて，hereditary orderのHochschildコホモロジー環の構造について述
べます．

2 多元環のHochschildコホモロジー

Rを単位元をもつ可換環，Λを上有限生成射影的R多元環とする．Λの enveloping algebra Λ⊗R

Λoppを Λeで，また Λの中心を ZΛで表わす．M を左Λe加群 (以下，Λ-bimoduleとして記述する
こともある)とするとき，

Hn(Λ,M) = Extn
Λe(Λ,M) (n > 0)

を，Mを係数加群とするΛのHochschildコホモロジーとよぶ．これは明らかにR加群であるが，ZΛ
加群であることも比較的容易にわかる (すぐ後で，cup積に関連して述べる)．Hn(Λ, Λ)をHHn(Λ)
と略記することにする．定義より，

H0(Λ,M) ∼= MΛ = {x ∈ M | ax = xa for any a ∈ Λ}

なので，特に，HH0(Λ) = ZΛである．
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2.1 Standard resolution, cup積

n > 0と Λに対して，Xn = Λ ⊗ · · · ⊗ Λ (n + 2-times) とおく．このとき，Λの Λe-projective
resolution

· · · −→ Xn+1
dn+1−→ Xn

dn−→ Xn−1 −→ · · · −→ X1
d1−→ X0

d0−→ Λ −→ 0, (1)

dn(x0 ⊗ x1 ⊗ · · · ⊗ xn ⊗ xn+1) =
n∑

i=0

(−1)ix0 ⊗ · · · ⊗ xixi+1 ⊗ · · · ⊗ xn+1,

d1(x0 ⊗ x1 ⊗ x2) = x0x1 ⊗ x2 − x0 ⊗ x1x2,

d0(x0 ⊗ x1) = x0x1

が存在する．この resolutionを Λの standard resolutionとよぶ．
また，diagonal approximation

∆i,j : Xi+j → Xi ⊗Λ Xj ;

x0 ⊗ x1 ⊗ . . . ⊗ xi+j+1 7→ x0 ⊗ x1 ⊗ . . . ⊗ xi ⊗ 1 ⊗Λ 1 ⊗ xi+1 ⊗ · · · ⊗ xi+j+1

によって cup積H i(Λ,M) ⊗Hj(Λ, N)
^i,j−→ H i+j(Λ,M ⊗Λ N) が定義される．このとき，この cup

積は結合法則を満足し，anti-commutativity:

α ^i,j β = (−1)ijβ ^j,i α for α ∈ HH i(Λ), β ∈ HHj(Λ,M)

を満すことがわかる．そして，積 ZΛ ⊗ H i(Λ,M)
^0,i−→ H i(Λ,M)は，上に述べたH i(Λ,M)の ZΛ

加群としての構造を与えるものに他ならない．また，HH i(Λ)⊗HHj(Λ) ^−→ HH i+j(Λ)を得るの
で，この cup積によって

HH∗(Λ) :=
⊕
k>0

HHk(Λ)

は環となる．これを Λの Hochschildコホモロジー環とよぶ．この環は，HH0(Λ) = ZΛを部分環
として含む．

2.2 Frobenius多元環の完備Hochschildコホモロジー

Λを有限生成自由なFrobenius R多元環とする．すなわち，ΛのR上の基底の組 (ui, vi)16i6nで，
ϕ(ui)(vj) = δij を満すような左 Λ加群としての同型 ϕ : Λ ∼= HomR(Λ, R) が存在すると仮定する．
このとき，任意の x ∈ Λに対して，αji(x) ∈ Rが存在し，

xui =
n∑

j=1

ujαji(x), vjx =
n∑

i=1

αji(x)vi

が成り立つ．µ = ϕ(1) (∈ HomR(Λ, R) =: Λ∗) とおき，任意の x ∈ Λに対して，

xν =
n∑

i=1

µ(uix)vi

とおくと，νは Λの ZΛ上の環自己同型 (ΛのNakayama 自己同型)であることがわかる．
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一般に Λ-bimodule M に対して，左からの Λの作用を ν をほどこしてから作用させることにし
たものを νM と記すことにすると，Λ-bimoduleとしての同型

ϕ : Λ ∼−→ HomR(νΛ, R) =: (νΛ)∗

が得られる．
Λe-projective resolution (1)から，Λe-projective moduleの exact sequence

0 −→ (νΛ)∗
d∗0−→ (νX0)∗

d∗1−→ (νX1)∗
d∗2−→ (νX2)∗ −→ · · · (2)

が得られるので，(1)と (2)を ϕでつないで，(記号も少し変更して) Λの完備 projective resolution

· · · −→ Xn
dn−→ Xn−1 −→ · · · −→ X1

d1−→ X0
d0−→ X−1

d−1−→ X−2
d−2−→ X−3 −→ · · ·

を得る．これから，

· · · −→ HomΛe(X−2, M)
d#
−1−→ HomΛe(X−1,M)

d#
0−→ HomΛe(X0,M)

d#
1−→ HomΛe(X1,M) −→ · · ·

(3)

のホモロジーを Λの完備コホモロジーと定義することにする ([Na]):

Ĥn(Λ,M) := Ker d#
n+1/Im d#

n

(これは projective resolutionの選び方によらない)．
特に，HomΛe(X0,M) ∼= HomΛe(X−1,M) ∼= M を通して，

d#
0 : M −→ M ; m 7→

∑
i=1

uimvi =: NΛ(m)

なので，

Ĥ0(Λ,M) = MΛ/NΛ(M)

がわかる．特に，ĤH
0
(Λ) = ZΛ/NΛ(Λ) 1．また，

Ĥ−1(Λ,M) = NΛ
M/IΛ(M)

ただし NΛ
M := {m ∈ M | NΛ(m) = 0} , NΛ(M) :=

{∑
i

mix
ν
i − ximi | xi ∈ Λ,mi ∈ M

}
もわかる ．

Modified Hochschildホモロジー 上の complex (3)の代りに，modifyされた complex:

· · · −→ ν−1X1 ⊗Λe M
d1⊗ι−→ ν−1X0 ⊗Λe M

d0⊗ι−→ ν−1X−1 ⊗Λe M
d−1⊗ι−→ ν−1X−2 ⊗Λe M −→ · · ·

を用いて，ホモロジーとして完備コホモロジーを与えることもできる: Ĥν
−n−1(Λ,M) ∼= Ĥn(Λ,M).

実際，任意の r ∈ Zに対して，同型

HomΛe(Xr,M) ∼= ν−1X−r−1 ⊗Λe M

が 2つの complexの同型を与える．
1これは，[Br]では，(symmetric algebraに対しては) stable center，また，NΛ(Λ) = Im (Λ ∼= (Λ⊗Λ)Λ → ZΛ; x 7→

Pn
i=1 uixvi)は projective centerとよばれています．
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Cup積 完備コホモロジーにおいても cup積を定義することができる ([S1], [S2]):

Ĥn(Λ,M) ⊗ Ĥm(Λ, N) ^−→ Ĥn+m(Λ,M ⊗Λ N) (for m,n ∈ Z).

したがって，Hochschildコホモロジー環 ĤH
∗
(Λ) :=

⊕
n∈Z ĤH

n
(Λ) も定義できる．

Frobenius多元環の拡大 Γ/Λを Frobenius拡大，すなわち，

Γ = a1Λ ⊕ · · · ⊕ amΛ = Λb1 ⊕ · · · ⊕ Λbm

であって，ϕΓ/Λ(ai)(bj) = δij を満すような (Γ, Λ)-bimodule isomorphism:

ϕΓ/Λ : Γ ∼−→ HomΛ,−(Γ, Λ)

が存在するものとする．また，

µΓ/Λ = ϕΓ/Λ(1), NΓ/Λ(x) =
m∑

i=1

aixbi (for x ∈ Γ)

とおく．Λが前述のような基底の組 (ui, vi)16i6nをもつ Frobenius R 多元環と仮定するとき，Γは
(aiuj , vjbi)16i6m,16j6nをR基底としてもつ Frobenius R 多元環となる．このとき，

νΓ |Λ = νΛ, NΓ/ΛNΛ = NΓ, µΛµΓ/Λ = µΓ

が成り立つ．ただし，νΓ, νΛはそれぞれ Γ, ΛのNakayama自己同型を表わす (以下これを単に νで
表わす)．

Restriction, corestriction 上の記号の下で，p > 0に対して，

(XΛ)p = Λ ⊗ · · · ⊗ Λ (p + 2-times)

(XΓ)p = Γ ⊗ · · · ⊗ Γ (p + 2-times)

とおく．
このとき，p > 1に対して，complexの間の準同型:

HomΛ⊗Γopp((XΓ)p, M) −→ HomΛ⊗Γopp((XΛ)p−1 ⊗ Γ,M) ∼= HomΛe((XΛ)p,M) (4)

が同型 Extp
Λ⊗Γopp(Γ,M) ∼= Hp(Λ,M)を与えることがわかる．同様に，q > 1に対して，complex

の間の準同型:

ν−1(XΓ)q ⊗Λ⊗Γopp M ←− ν−1(Γ ⊗ (XΛ)q−1) ⊗Λ⊗Γopp M ∼= ν−1(XΛ)q ⊗Λe M (5)

が同型 Torν
q
Λ⊗Γopp

(Γ, M) ∼= Hν
q (Λ,M) を与える．

任意の r ∈ Zと任意の Γe加群M に対して，restriction map Resr : Ĥr(Γ,M) −→ Ĥr(Λ,M) を
定義する．p > 1に対しては，

Hp(Γ,M) −→ Extp
Λ⊗Γopp(Γ,M)
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は自然な写像

resp : HomΓe((XΓ)p,M) −→ HomΛ⊗Γopp((XΓ)p, M)

から引き起こされる．また，q > 1に対して，

Hν
q (Γ, M) −→ Torν

q
Λ⊗Γopp

(Γ,M)

が

resq : ν−1(XΓ)q ⊗Γe M −→ ν−1(XΓ)q ⊗Λ⊗Γopp M ; y ⊗ x 7→
m∑

i=1

yai ⊗ bix

から引き起こされる．ここで，

res0 = ιM : M −→ M

res0 : M −→ M ; x 7→
m∑

i=1

bixaν
i

とおくと，これらの resは Γの complexから Λの complexへの chain mapを与えることがわかり，
結果として，

Resr : Ĥr(Γ,M) −→ Ĥr(Λ,M)

が得られる．
同様にして，cochainあるいは chainレベルでのmapによって，

Corr : Ĥr(Λ,M) −→ Ĥr(Γ,M)

が定義できる．なお，0次元と−1次元はそれぞれ

cor0 = NΓ/Λ : M −→ M

cor0 = ιM : M −→ M

から引き起こされる．
このとき，

CorrResr(w) = NΓ/Λ(1)w (w ∈ Ĥr(Γ,M), r ∈ Z)

が成立する．また，Resは cup積を保存する．よって，環準同型 ĤH
∗
(Γ) −→ Ĥ∗(Λ, Γ)が定義さ

れる．さらに，Λ-bimoduleの埋め込み Λ −→ Γを用いて，

ĤH
∗
(Λ) −→ Ĥ∗(Λ, Γ) Cor−→ ĤH

∗
(Γ)

が定義できる．0次元を見ると，ZΛ/NΛ(Λ) −→ ZΓ/NΓ(Γ) : z 7→ NΓ/Λ(z) である．

3 Hereditary ordersのHochschildコホモロジー

ここでは，hereditary orderのHochschildコホモロジーについて述べる．notationおよび基本的
事実は [S4]に従うので，少し長くなるがその部分を §3.1として引用する．
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3.1 Maximal ordersおよび hereditary orders (local case)

Rを，πを素元とし，R/(π)が有限体であるような完備離散付値環とする．KをRの商体とし，A

を index n > 1の central simple K-algebraとする．このとき，Aは，ある division K-algebra D上
の行列環Mm(D)に同型となる．ここで，Dは cyclic algebra (W/K, σ, π) =

⊕n
i=0 WΠi, Πn = π,

に同型となる．ただし，W/KはGalois群G = 〈σ〉をもつ次数 nの不分岐拡大である．いま，Sを
W の付値環とするとき，R-algebra ∆ =

⊕n−1
i=0 SΠiはDの一意的なmaximal orderとなる．そし

て，(Π) = ∆Π = Π∆は∆の一意的な極大両側 idealである．

Maximal orders A = Mm(D)のすべてのmaximal R-order は

Λ = Mm(∆) =

 ∆ · · · ∆
...

. . .
...

∆ · · · ∆


に同型となる．R-algebra ΛはR-algebra ∆にMorita equivalentなので，同型HH∗(Λ) ∼= HH∗(∆)
を得る．さて，∆は次の周期的 projective resolutionをもつことがわかっている ([S3]):

· · · δ−→ ∆δ0∆
σ−→ ∆δ1∆

δ−→ ∆δ0∆
u−→ ∆ → 0.

上で δ0 =
∑n

i=1 xi ⊗yi, δ1 =
∑n

i=1 xσ
i ⊗yi. ただし，(xi, yi)n

i=1は，TW/K(xiyi) = δi,j ,
∑n

i=1 xτ
i yi =

δτ,1 を満たす，S の R-bases の pair とする．また，u(1 ⊗ 1) = 1, δ(1 ⊗ 1) = Π ⊗ 1 − 1 ⊗ Π,
σ(1 ⊗ 1) =

∑n−1
i=0 Πi ⊗ Πn−i−1 とおいた．これを用いて，HH∗(∆) = R[x]/(πx), deg x = 2, がわ

かる．なお，加群の構造については [B]で知られていた．

Hereditary orders Aのすべての hereditary orderは次の行列環に同型である:

Λ =


(∆) · · · · · · (∆)

(Π) (∆)
...

...
. . . . . .

...
(Π) · · · (Π) (∆)


{m1,m2,...,mr}

.

ここで，invariants {m1,m2, . . . ,mr}は対角線上のブロック行列のサイズを表す (m = m1+· · ·+mr)．
rを typeとよぶ．さて，type rをもつhereditary orderは type r, invariants {1, 1, . . . , 1}をもつbasic
な hereditary orderにMorita equivalentであることがわかる．従って，Hochschild cohomologyは
basicなものに限って考えればよい．ところで，basicな hereditary orderは Frobenius的なので，
完備 Hochschild cohomology ringを構成することができ，それが 2次の可逆元をもつことから，
Hochschild cohomologyは周期 2であることがわかる ([S3])．

3.2 Hereditary orderの周期 2の resolution

前節で述べたように，type m, invariants {1, 1, . . . , 1}のbasicな hereditary order Λに対して，
その完備 Hochschildコホモロジー ĤH

∗
(Λ)が 2次の可逆元をもち，よってコホモロジーは周期 2

であることが示された ([S3])．そして実際に，n = 1の場合には周期 2の projective resolutionも構
成できた ([S5])．ここでは，一般の n > 2の場合にも周期 2の projective resolutionが構成できる
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ことをごく簡単に述べる．本節の内容は，東京理科大学理学研究科大学院の須田学さんとの共同研
究によるものです．

Λ =


(∆) · · · · · · (∆)

(Π) (∆)
...

...
. . . . . .

...
(Π) · · · (Π) (∆)


{1,1,...,1}

(⊂ A = Mm(D)).

とする．
Λe加群 Λ ⊗ Λの直和因子として現われる 2つの加群

P0 =
m⊕

i=1

ΛEiδ0EiΛ,

P1 =
m⊕

i=1

ΛEiδ1Ei−1Λ

を考える．ここで，Eiは Λの行列単位 Ei,iを表わし，kは，k ≡ k mod m, 1 6 k 6 mなる整数
とする．また，

δk =
m∑

i=1

(xiE)ν−k ⊗ yiE (∈ Λ ⊗ Λ)

とおいた．νは Frobenius R多元環 ΛのNakayama自己同型とする．

定理 1 Λは周期 2の Λe-projective resolutionをもつ：

· · · η0−→ P1
η1−→ P0

η0−→ P1
η1−→ P0

ρ−→ λ −→ 0.

ここで，

ρ(Eiδ0Ei) = Ei,

η1(Eiδ1Ei−1) = Ei(Xδ0 − δ0X)Ei−1,

η0(Eiδ0Ei) = Ei

(
nm−1∑
k=0

Xkδ1X
nm−k−1

)
Ei,

ただし，X = ΠE1,m + E2,1 + · · · + Em,m−1

とおいた (Ei,j はAの行列単位)．
この resolutionを用いて，ΛのHochschildコホモロジー環の構造を得る：

定理 2 次数付き環としての同型：

HH∗(Λ) ∼= R[x]/(πx), deg x = 2

が存在する．一般の type, invariantをもつ hereditary orderについても同じ環構造である．

7



参考文献
[B] F. R. Bobovich, Cohomologies of maximal orders of simple central algebras, Math. Notes 6 (1969),

589–592
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