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1.序

　 K を可換環とし、Λ が Frobenius K- algebra であるとき、[4] にあるよう
に、complete cohomology Hr(Λ,−) (r ∈ Z) が定義される。これについては [4]や
[6],[7]などで研究されているが、少し一般化して、Λ がその部分環の Frobenius
extension の場合はどうなるだろうか？この小文ではその場合について [5]で得ら
れた結果を報告したい。

2.Complete relative cohomology

K を可換環、Λ を K- algebra, Γ をその subalgebra とし、環の拡大Λ/Γ が
Frobenius extension とする。P を enveloping algebra Λ⊗K Λo とし、自然な準
同型写像 Γ⊗K Γo → Λ⊗K Λo の像を S とおくと、S は P の部分環になり、環
の拡大 P/S は Frobenius extension になる。Λ を左 P -加群と見て、[2] で紹介さ
れている Λ の complete (P, S)-resolution

· · · → Xs
ds→ Xs−1 → · · · d1→X0

d0→ X−1
d−1→ · · · → X−s

d−s→ X−(s+1) → · · ·
ε ↘ ↗ η

Λ

をとる（ε は全射, η は単射の準同型写像である。Λ の complete (P, S)-resolution
とはこのような形の各左 P -加群 Xr (r ∈ Z)が (P, S)-projectiveな (P, S)-exact
sequenceのことである）。M を左 P -加群として、この complete (P, S)-resolution
より chain complex

· · · ← Hom(P X1, P M) d1
∗
← Hom(P X0, P M) d0

∗
← Hom(P X−1, P M)

d−1
∗

← · · ·

を得る。ただし、f ∈ Hom(P Xr−1, P M) に対して、dr
∗(f) = f ◦ dr である。こ

の chain complex より complete relative cohomology group を

Hr(Λ,Γ,M) = Ker dr+1
∗/Im dr

∗ (r ∈ Z)

により定義する。環 Λ の中心を Z(Λ) とおくと、Hom(P Xr, P M) が Z(Λ)-加群
だから、Hr(Λ, Γ,M) も Z(Λ)-加群である。
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環の拡大 Λ/Γ は Frobenius extension なので、dual projective pair と呼ばれる
Λの元 r1, . . . , rn, l1, . . . , ln と Frobenius homomorphismと呼ばれる両側 Γ-準同

型写像 h ∈ Hom(ΓΛΓ, ΓΓΓ)が存在し、任意の x ∈ Λに対して、x =
n∑

i=1

h(xri)li =

n∑

i=1

rih(lix) となるが、このとき、次が成り立つ。

定理１（[5]）任意の左 P -加群 M に対して、MΛ = {m ∈ M |xm = mx for all

x ∈ Λ}, MΓ = {m ∈ M |xm = mx for all x ∈ Γ}, NΛ/Γ(M) = {
n∑

i=1

rimli|m ∈

MΓ} とおくとき、同型
H0(Λ, Γ,M) ' MΛ/NΛ/Γ(M)

が成り立つ。

この定理の証明は具体的な Λ の complete (P, S)-resolution から H0(Λ, Γ,M)
を構成することによって直ちに証明される。

2.Cup 積

[6]において、Frobenius algebra の complete cohomology に cup 積が定義され
ているが、Frobenius extension の complete relative cohomology についても次の
ように定義される。

定義１（[5]）A, B を任意の左 P -加群とし、r, s を任意の整数とする。任意の元
α ∈ Hr(Λ, Γ, A), β ∈ Hs(Λ, Γ, B) に対して、元 α∪ β ∈ Hr+s(Λ, Γ, A⊗Λ B) が存
在し、次の条件 (i) ～ (iv) を満たすとき、∪ を cup 積と言う。

(i) ∪ は Z(Λ)-準同型写像
Hr(Λ,Γ, A)⊗Z(Λ) Hs(Λ,Γ, B) ∪→ Hr+s(Λ, Γ, A⊗Λ B)

を引き起こす。

(ii) 0 → A1 → A2 → A3 → 0 を (P, S)-exact sequence とする。左 P -加群 B に
対して、0 → A1 ⊗Λ B → A2 ⊗Λ B → A3 ⊗Λ B → 0 が (P, S)-exact ならば 任意
の α ∈ Hr(Λ, Γ, A3), β ∈ Hs(Λ, Γ, B) に対して、∂(α ∪ β) = ∂(α) ∪ β が成り立
つ。ただし、∂ は connecting homomorphism を表すものとする。

(iii) 0 → B1 → B2 → B3 → 0 を (P, S)-exact sequence とする。左 P -加群 A に
対して、0 → A⊗Λ B1 → A⊗Λ B2 → A⊗Λ B3 → 0 が (P, S)-exact ならば 任意
の α ∈ Hr(Λ, Γ, A), β ∈ Hs(Λ, Γ, B3) に対して、∂(α ∪ β) = (−1)rα ∪ ∂(β) が成
り立つ。ただし、∂ は connecting homomorphism を表すものとする。
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(iv) 図式

H0(Λ, Γ, A)⊗Z(Λ) H0(Λ, Γ, B)
∪−−−−→ H0(Λ, Γ, A⊗Λ B)

o
y o

y
AΛ/NΛ/Γ(A)⊗Z(Λ) BΛ/NΛ/Γ(B) −−−−→ (A⊗Λ B)Λ/NΛ/Γ(A⊗Λ B)

は可換である。ここで、縦方向の同型写像は定理１の同型写像であり、最下行の
準同型写像は

(a + NΛ/Γ(A))⊗ (b + NΛ/Γ(B)) → a⊗ b + NΛ/Γ(A⊗Λ B)

によって与えられる。

[5] では、[1, p.140] と同様に Λ の complete (P, S)-resolution X に diagonal
approximation ∆ : X → X ⊗Λ X が存在することを帰納法で示し、それを使って
cup積の存在を示している。そして、この cup積は次の性質を持つ。

定理２ ([5](anti-commutativity)) M を左 P -加群とするとき、任意の α ∈ Hr(Λ,Γ,
Λ), β ∈ Hs(Λ,Γ,M) に対して、α ∪ β = (−1)rsβ ∪ α が成り立つ。

定理３ ([5](associativity)) A, B, C を左 P -加群とするとき、任意の α ∈ Hr(Λ,Γ,
A), β ∈ Hs(Λ, Γ, B), γ ∈ Hs(Λ, Γ, C) に対して、(α ∪ β) ∪ γ = α ∪ (β ∪ γ) が成
り立つ。

これらの定義・定理によって直和
⊕

r∈Z Hr(Λ, Γ, Λ) は環になる。

3.Complete relative cohomology の準同型写像

この章以降では前２章のように Λが可換環K 上の algebra, Γがその subalgebra
で、環の拡大 Λ/Γ が Frobenius extension である前提に加えて、環の拡大 Γ/K
も Frobenius extension であると仮定する。Λ/Γ, Γ/K が Frobenius extension
であるので、Λ/K も Frobenius extension である。よって、左 P -加群 M に対
して、Hr(Λ, K,M) が Λ の complete (P, K)-resolution Y より得られる。また、
左 S-加群　M に対して、Hr(Γ,K, M) が Γ の complete (S, K)-resolution Z よ
り得られる。（Γ/K が Frobenius extension であるので、S = Im (Γ ⊗K Γo →
Λ⊗K Λo) ' Γ⊗K Γo である）ところで、Q = Γ⊗K Λo とおくと、Q は 自然な
準同型写像 Γ⊗K Λo → Λ⊗K Λo(= P ) が単射であるので、P の部分環と見なせ
るが、Y と Z ⊗Γ Λ がともに Λ の complete (Q,K)-resolution になるため 左 P -
加群 M に対して、同型

Hr(Hom(QY, QM)) ' Hr(Hom(QZ ⊗Γ Λ, QM))

が成り立つ。また、同型 Hom(QZr ⊗Γ Λ, QM) ' Hom(SZr, SHom(ΛΛ,MΛ)) '
Hom(SZr, SM) より
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同型
Hr(Hom(QZ ⊗Γ Λ, QM)) ' Hr(Γ,K,M)

を得るが、この２つを合成して、同型

Hr(Hom(QY, QM)) ' Hr(Γ,K, M)

が成り立つ。そして、自然な準同型写像 Hom(P Yr, P M) → Hom(QYr, QM) より
引き起こされる準同型写像

Hr(Λ,K,M) → Hr(Hom(QY, QM))

と合成して、restriction homomorphism

Resr : Hr(Λ,K,M) → Hr(Γ,K, M) (r ∈ Z)

を得る。また、上の同型

Hr(Γ,K, M) ' Hr(Hom(QY, QM))

を準同型写像 Hom(QYr, QM) → Hom(P Yr, P M) ( f ∈ Hom(QYr, QM) に対し

て f → [y →
n∑

i

rif(liy)] ) によって引き起こされる準同型写像

Hr(Hom(QY, QM)) → Hr(Λ, K,M)

と合成して、corestriction homomorphism

Corr : Hr(Γ,K, M) → Hr(Λ, K,M) (r ∈ Z)

を得る。

Λの complete (P, K)-resolution Y の各左 P -加群 Yr は (P, K)-projectiveであ
るが、環の拡大 P/K は Frobenius extensionとなるので、(P, K)-injectiveでもあ
る。よって、Y は Λの (P,K)-projective resolutionと (P, K)-injective resolution
をつなげて１つにしたものとみなせる。したがって、Λの identity homomorphism
が準同型写像

Infr : Hr(Λ, Γ,M) → Hr(Λ,K, M) r ≥ 1
および

Defr : Hr(Λ,K, M) → Hr(Λ, Γ,M) r ≤ −1

を引き起こす。(それぞれ inflation homomorphism, deflation homomorphism と
呼ぶ）また、定理１の同型により、H0(Λ,K, M) と MΛ/NΛ/K(M), H0(Λ, Γ,M)
とMΛ/NΛ/Γ(M) を同一視すると準同型写像 H0(Λ,K, M) → H0(Λ, Γ,M) (m +
NΛ/K(M) ∈ H0(Λ,K, M) に対して、m + NΛ/K(M) → m + NΛ/Γ(M)) が存在
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するので、これを Def0と定義する。

上に述べた４つの準同型写像 Resr, Corr, Infr, Defr の間には次のような関係
がある。

定理４ ([5]) N を左 P -加群とし、左 P -加群 N i (i ≥ 0) を N0 = N , N i =
Hom(QP, QN i−1) (i ≥ 1)と帰納的に定義すると、r ≥ 1に対して Hn(Γ,K, Nr−n)
= 0 (0 < n < r) ならば、

0 → Hr(Λ,Γ, N) Infr→ Hr(Λ,K, N) Resr

→ Hr(Γ,K, N)

は完全である。

定理５ ([5]) M を左 P -加群とし、左 P -加群 Mi (i ≥ 0) を M0 = M , Mi =
P ⊗Q Mi−1 (i ≥ 1)と帰納的に定義すると、r ≥ 0に対してH−n(Γ,K, Mr−n) = 0
(0 ≤ n ≤ r − 1) ならば、

0 ← H−r(Λ, Γ,M) Def−r

← H−r(Λ,K, M) Cor−r

← H−r(Γ,K,M)

は完全である。

定理４の証明は [3]による。定理５の証明は r = 0 の場合を証明し、帰納法に
より他の場合が証明される。

4.Cup 積と Complete relative cohomology の準同型写像

先の章で述べた Resr と cup積の関係については [7]で述べられている。[5]で
は cup積と Infr, Defr の間に次のような関係があることを示している。

命題１ ([5]) A, B を左 P -加群とし、α, β, α′, β′ をそれぞれ Hr(Λ, Γ, A), Hs(Λ,Γ,
B), Hr(Λ, K,A), Hs(Λ,K, B) の元とするとき次の等式が成り立つ。

(1) Infr+s(α ∪ β) = Infr(α) ∪ Infs(β) (r ≥ 1, s ≥ 1)

(2) Defr+s(α′ ∪ β′) = Defr(α′) ∪Defs(β′) (r ≤ 0, s ≤ 0)

(3) Defr+s(α′ ∪ Infs(β)) = Defr(α′) ∪ β (r < 0, s ≥ 1, r + s ≤ 0)

(4) Defr+s(Infr(α) ∪ β′) = α ∪Defs(β′) (r ≥ 1, s < 0, r + s ≤ 0)

(5) Infr+s(Defr(α′) ∪ β) = α′ ∪ Infs(β) (r ≤ 0, s ≥ 1, r + s ≥ 1)

(6) Infr+s(α ∪Defs(β′)) = Infr(α) ∪ β′ (r ≥ 1, s ≤ 0, r + s ≥ 1)
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この命題の証明は具体的な Λの complete (P, S)-resolutionと complete (P,K)-
resolution を用いて Infr と Defr を具体的に与えることと、帰納法を使うことに
よってすべての r, s について証明している。
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